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Apresentagdo

Este trabalho representa uma primeira tentativa de se produzir um texto em
portugués que venha a servir de guia para as aulas de Meteorologia Dindmica I tal como
estd previsto no elenco de disciplinas do Curso de Graduagdo em Meteorologia da recém
criada UFCG. Ele foi produzido a partir das notas de aula preparadas pelo autor e estd
inteiramente baseado no livro “ An introduction to Dynamic Meteorology “ do autor James
R, Holton. Evidentemente, todas as contribuicées para correcdo do texto sdo bem vindas e
com isso espera-se que no futuro, apos o retorno dos interessados e usudrios, sejam estudantes

ou professores que se disponham a usa-lo, talvez transformar o rascunho em um texto final.
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PARTE 1

INTRODUCAO AOS MOVIMENTOS ATMOSFERICOS

1. INTRODUCAO

Os movimentos em um fluido, resultam de perturbagdes de um estado de equilibrio,
que cessando o movimento, os fluidos reais tentardo atingir novamente.

O estudo de como ¢ realizada essa perturbacdo resultando em movimento, ora pela
termodindmica ora por disturbios mecanicos; das razdes pelas quais certas trajetérias fluidas
se desenvolvem e de como situagdes de equilibrio sdo alcancadas, de modo que os
movimentos coexistem harmonicamente com as perturbacdes, constituem a ciéncia da
Dinamica dos Fluidos. A aplicacdo dos conceitos e descobertas deste estudo dos movimentos
da atmosfera ¢ a tarefa principal da Meteorologia Dinamica.

Os movimentos na atmosfera ocorrem em um espectro muito amplo, tanto na escala de
tempo como na escala de espago; desde os movimentos aleatorios das moléculas individuais a
circulacdo média zonal que envolve a atmosfera inteira. As leis basicas da Dinadmica dos
Fluidos descrevem todo espectro dos movimentos atmosféricos com exce¢do dos movimentos
moleculares. Portanto, ndo constitui surpresa o fato de ndo haver solugdo geral para as
equagdes que descrevem estas leis. Como conseqiiéncia disto, para se obter os resultados
desejados, essas equagdes devem ser simplificadas e formuladas de uma maneira a isolar os
movimentos de interesse.

2. SISTEMAS DE COORDENADAS

O conceito de movimento estd baseado nas informagdes observacionais de que a
posi¢ao dos objetos mudam no tempo.

Para discutir o movimento de qualquer corpo ou parcela de ar quantitativamente,
necessitamos de sistemas formais para detectar essas mudangas de posicdo. Antes de
estabelecer um sistema de coordenadas, entretanto, devemos estabelecer um sistema de
referéncia que possamos usar com base para nossas medidas.

Nosso corpo de referéncia na experiéncia cotidiana ¢ naturalmente a Terra. Embora a
verdade de uma lei fisica ndo possa ser alterada pela escolha de um sistema de referéncia ou
um sistema de coordenadas, sua forma matematica pode ser simplificada consideravelmente.
Uma tarefa natural do dinamicista ¢ entdo pesquisar sistemas de referéncia nos quais as leis
fisicas tomam suas formas mais simples. Este ¢ essencialmente o contetdo da primeira lei de
Newton: existem sistemas de referéncia nos quais um corpo ndo interagindo com qualquer
outro corpo, permanecera em repouso ou em movimento uniforme, se inicialmente possuia tal
movimento. Tal sistema de referéncia ¢ dito de Galileo ou Inercial. O termo inércia vem do
fato de que as expressoes das leis fisicas da inércia tomam sua forma mais simples em tal
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sistema de coordenadas: Se nenhuma forca atua sobre o corpo, ele ndo experimentara
aceleracao.
Vamos supor que temos um sistema inercial composto de um corpo de referéncia e um
sistema de coordenadas cartesianas ortogonais (X, y, z). Se a posi¢do de um corpo nio
interagindo com qualquer outro corpo ¢ denotado por x, entdo deve ser verdade neste sistema
inercial que:

d* X

—=X=0 (1.1)
dX -

Vamos transformar esse sistema em um outro sistema de coordenadas cartesianas com as
relacdes:

X1=AnX+ApY +AZ
X,z = A21X + A22Y + A23 Z (12)
X3= A X+ AnY + Az Z

No qual os Aij sdo todos constantes. Obviamente neste sistema ¢ verdadeiro que:

X=X=Y=2=0 (1.3)

devido a primeira relagdo. Este novo sistema ¢ também inercial porque a aceleracdo ndo
ocorre na auséncia de for¢as. Vamos tentar uma outra transformagao; esta dada por:

X’ =x cos ot +y sen ot
Y’ =x sen ot -y cos mt (1.4)
7=1z

Neste caso, o novo sistema de coordenadas gira em torno do eixo z do sistema original

n 2 , L. ~
com uma freqiiéncia angular a)=7, onde T ¢ o tempo necessdrio para uma rotagao

completa.
Agora nos temos:

X'=xcoswrt + jzsena)t — w(xsenwt — y cos wt)
Y'= xsenwt + j/cos Wt — w(x cos wt — ysenwt) (1.5)
Z=z
se diferenciarmos novamente o sistema (1.5) e usarmos as relagoes (1.1) temos:

X'=2w(xsenwt —ycosot) — o’ (x cos ot + ysenwt)

Y'=20(x cosat + ysenaot) — o> (x s enat — ycosmt) (1.6)

7Z=0

Entdo, para nossa surpresa, neste sistema, o corpo aparece sendo acelerado mesmo
quando ndo ha forcas atuando sobre ele. Este sistema, que gira, ndo ¢ inercial. H4 duas
espécies de forcas “aparentes” que surgem na relacdo (1.6): as primeiras sdo aquelas



envolvendo o produto de @ e as velocidades X, y e z ; sao chamadas forcas de Coriolis. As

~ c o~ 2 ~
segundas, sdo os produtos das coordenadas de posicdo e ®” e sdo chamadas de forcas
Centrifugas. Estas for¢as sdo perfeitamente reais e observaveis para um observador girando

com um sistema X'. Estas sdo chamadas aparentes, porque ndo sdo devidas a interagdes
com outros corpos. Desse modo, para aplicar a Mecanica Newtoniana a atmosfera, devemos
encontrar um sistema inercial, tal que, possamos determinar a diferenca entre aceleragdes
reais ¢ aquelas que resultam das transformagdes de coordenadas. Supde-se geralmente que
exista um sistema inercial em algum lugar do espago, que escolhendo um sistema de
referéncia baseado em estrelas “fixas” dard um sistema inercial. Mesmo fazendo esta
suposi¢cdo, temos que considerar a rotacdo da Terra, em relacdo a este sistema inercial, se
quisermos estudar os movimentos da atmosfera, em um sistema de coordenadas que usa a
Terra como sistema de coordenadas de referéncia.

3. FORCAS QUE ACELERAM OS FLUIDOS

Se observarmos, a partir de um sistema inercial, os corpos que estio em movimento
acelerado, podemos supor de acordo com a 2 Lei do Movimento de Newton, que eles estdo
interagindo com algum outro corpo. A 2* Lei diz que estas aceleragdes sdo produzidas por
forcas e entdo constituem uma defini¢do de forcas como um fendmeno natural que produz
aceleragdo. Supondo entdo que descobrimos um sistema inercial, usaremos a 2° Lei para
escrever:

ma=F (1.7)

Em meteorologia, é conveniente usar forgas especificas que sdo forcas por unidade de
massa e entao temos:

a=Y) f; (1.8)
onde a forga total ¢ dada pela soma das forgas individuais.

F=m) f. (1.9)

No estudo da atmosfera nds temos forgas devidas ao gradiente de pressdo, gravitagdo e atrito.
Existem outras (forgas moleculares, eletromagnéticas por exemplo) mas estas trés forgas sao
as mais importantes na descricdo macroscopica dos movimentos fluidos similares aqueles da
baixa Troposfera.

4.FORCA DO GRADIENTE DE PRESSAO

Considere um elemento de volume de ar 0V = 0x0y0z , centrado no ponto (Xo, Yo, Zo)
como visto na figura abaixo:
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Figura 1.1 — a componente na dire¢do x da for¢a do gradiente da pressdo atuando sobre um
elemento do fluido

Devido aos movimentos moleculares que se processam de um modo aleatorio, a
quantidade de movimento estd sendo continuamente transferida as paredes do elemento de
volume, pelo ar circunvizinho. Esta transferéncia de quantidade de movimento por unidade de
tempo e por unidade de drea ¢ exatamente a pressdo exercida sobre as paredes do elemento de
volume pelo ar contido nele. Se a pressdo no centro do elemento de volume é chamada P,
entdo, a pressdo sobre a parede A (ver figura), pode ser expressa como uma expansao em série
de Taylor:

P,=P +

° ox 2 op’

8_p5_x+62p|:5x
2

—] % + (termos de ordem superior) (1.10)

desprezando os termos de ordem 2 ou superior nesta expressdo, a forca da pressdo atuando
sobre o elemento de volume na parede A é:

- _ op 6x 1.11
F, = {P., + ox 2 }5y5z ( )
de maneira anéloga:
Fop = |:p” _9p Ox :|5y5z (1.12)
ox 2

conseqiientemente, a componente liquida na direcdo x da forca da pressdo atuando sobre o
volume é:

Fyx=Fax +Fpx=— 2—p5x5y5z (113)
X
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A massa elemento diferencial de volume ¢ simplesmente a densidade p vezes o volume:
m= poxdyoz.
entdo, a componente x da forca devido ao gradiente e pressao por unidade de massa é:

Fo__1o (1.14)

Do mesmo modo, pode ser mostrado que as componentes y ¢ z da for¢a do gradiente de
pressao por unidade de massa sao:

F,__1op (F__10p (1.15)
m p Oy m p 0z

tal que a forca do gradiente de pressdo é:
F__ly, (1.16)
m

¢ importante notar que esta forga ¢ proporcional ao gradiente da pressdo, tem mesma dire¢ao e
sentido oposto a este.

5. FORCA GRAVITACIONAL

A lei da gravitacao universal de Newton determina que quaisquer dois elementos de
massa, no universo, se atraem mutuamente com uma forca proporcional a suas massas e
inversamente proporcional ao quadrado da distancia que os separa. Entdo, se dois elementos

— -
de massa M e m estdo separadas por uma distancia r=|r| com o vetor r dirigido na dire¢cdo

de m, a forca exercida pela massa M sobre m devido a gravitacao é:

Fg:—GfZ[m ; (1.17)

na qual G é uma constante universal chamada constante de gravitagdo ou gravitacional.

Se a Terra ¢ designada como a massa M e m ¢ uma massa elementar da atmosfera,
entdo a forca por unidade de massa exercida sobre a atmosfera, pela atragdo gravitacional da
Terra é:

" GMm 7
L =g =- —| — (1.18)
m r r

Em Meteorologia Dindmica é costume usar como uma coordenada vertical a altura
acima do nivel médio do mar. Se o raio médio da Terra ¢ designado por a, e a distancia acima
do nivel médio do mar ¢ z, entdo desprezando os pequenos desvios da forma da Terra a partir
da esfericidade, r = a + z. Portanto, a expressdo anterior pode ser rescrita como:
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g' = 5o (1.19)

em que,
. oM~

g == (1.20)
a v

E o valor da forga gravitacional ao nivel médio do mar. Para aplicagdes meteoroldgicas, z <<
a, tal que com erro desprezivel nés podemos por g* =g’ e simplesmente tratar a forca

gravitacional como constante.

6.0 ATRITO OU FORCA DE VISCOSIDADE

Muito embora uma discussdo completa da for¢a de viscosidade seria mais complicada,
o conceito fisico basico pode ser ilustrado muito simplesmente. Consideremos uma camada
de um fluido incompressivel confinada entre duas placas horizontais separadas por uma
distancia / como mostrado na figura abaixo:

Se E ag

Figura 1.2 — a componente na dire¢do x da tensdo de cisalhamento vertical sobre um
elemento de fluido

A placa inferior ¢ fixa e a superior estd se movendo na direcdo x a uma velocidade u-
Nos encontramos que a for¢a tangencial a placa superior necessaria para manté-la em
movimento uniforme € proporcional a distancia entre as placas, ou seja,

Fz,uAlu” (1.21)

Onde g ¢é uma constante de proporcionalidade, o coeficiente de viscosidade dindmica. Esta
forca deve ser exatamente igual a forgca exercida pela placa superior sobre o fluido
imediatamente abaixo dela. Para um estado de movimento uniforme, cada camada horizontal
do fluido deve exercer a mesma forga sobre a camada de fluido imediatamente abaixo.
Portanto, tomando o limite a medida que a camada limite tende para zero, nés podemos
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escrever a forgca viscosa por unidade de area, ou tensdo de cisalhamento, para este caso
especial como:

. = u ‘2—: (1.22)

Onde os indices z, x indicam que 7, ¢ a componente da tensdo cisalhante na direcdo x

devido ao cisalhamento vertical da componente x da velocidade.

A partir do ponto de vista molecular, esta tensdo cisalhante resulta de um transporte
liquido para baixo de quantidade de movimento pelo movimento aleatdrio das moléculas.

Devido a que, a quantidade de movimento média na direcdo x aumenta com a altura,
as moléculas passando para baixo através de um plano horizontal a qualquer distancia,
carregam mais quantidade de movimento do que as que passam por cima pelo mesmo plano.

Entdo, ha um transporte liquido da quantidade de movimento na dire¢cdo de x para
baixo. Este transporte para baixo de quantidade de movimento por unidade de tempo e de area
¢ simplesmente a tensdo cisalhante.

7. AFORCA CENTRiIFUGA

Consideremos um bola de massa m que estd presa a uma corda e que gira com

5
trajetoria circular de raio » a uma velocidade angular constante @. Do ponto de vista de um
observador fixo no espago, a velocidade instantanea da bola € constante mas, sua dire¢do esta
variando continuamente tal que sua velocidade média ndo ¢ constante.

Para calcular a aceleragcdo nos consideramos a mudanca na velocidade 6V que ocorre
para um incremento de tempo 8¢ durante o qual a bola gira de um angulo 66 segundo a
figura abaixo.

Figura 1.3 — a aceleragdo centripeta

Desde que 60 ¢ também o angulo entre os vetores V e V+JV, o modulo de 6V ¢
exatamente

oV | =V |s6 (1.23)

Se dividirmos por ¢ e notarmos que no limite ot - 0, 6V esta dirigido na dire¢dao do
eixo de rotacao, nds obtemos:
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Gl AL (1.24)
dt dt r
- dv -
mas, |V|=or e %=a), tal que —=w’r
ot dt

conseqiientemente, visto a partir de coordenadas fixas, o movimento ¢ de aceleracao uniforme
dirigido na direcdo do eixo de rotagdo e igual ao quadrado da velocidade angular vezes a
distancia ao eixo de rotacdo. Esta aceleragdo ¢ chamada de aceleragdo centripeta. E causada
pela forca da corda puxando a bola.

Agora suponha que observamos o movimento em um sistema de coordenadas girando
com a bola. Neste sistema girando. A bola estd estaciondria mas, existe uma forca atuando
sobre a bola e puxando-a para fora da corda. Conseqiientemente, para aplicar a 2 Lei de
Newton para descrever o movimento relativo a este sistema de coordenadas nés devamos
incluir uma forca aparente adicional; a forga centrifuga, que exatamente equilibra a for¢a da
corda sobre a bola. Entdo a forca centrifuga ¢ equivalente a reagdo inercial da bola sobre a
corda e ¢ exatamente igual e oposta a aceleracao centripeta.

Resumindo: observada de um sistema fixo a bola girando experimenta uma aceleragao
centripeta constante em resposta a forg¢a exercida pela corda. Observada de um sistema
girando com ela, a bola estd estaciondria e a for¢a exercida pela corda ¢ equilibrada por uma
forga centrifuga.

6. FORCA DE CORIOLIS

Uma Segunda forga aparente, necessaria para manter valida a 2* Lei de Newton para
um sistema ndo Newtoniano ¢ a for¢a de Coriolis. Suponha que um objeto ¢ posto em
movimento uniforme com respeito a um sistema inercial de coordenadas. Se o objeto ¢
observado a partir de um sistema girando com eixo de rotagdo perpendicular ao plano de
movimento, o caminho parecera curvado, como visto na figura abaixo:

ts

Figura 1.4 — movimento inercial como visto a partir de um sistema inercial (linha reta) e de
um sistema em rotacao (linha curva)

Movimento inercial como visto a partir de um sistema newtoniano (linha reta) e um
sistema ndo- newtoniano (linha curva).

Esse procedimento indica que para um alto grau de precisdo o campo da pressdo esta
em equilibrio hidrostatico, ou seja, a pressao em qualquer ponto ¢ simplesmente igual ao peso
de uma coluna de sec¢do transversal unitaria do ar acima daquele ponto.
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Parte 2

AS LEIS BASICAS DE CONSERVACAO

1. INTRODUCAO

Os movimentos atmosféricos sdo governados por trés principios fisicos fundamentais
que sdo: conservacdo de massa, conservacdo da quantidade de movimento (momentum) e
conservagao da energia. As relagdes matematicas que expressam estas leis podem ser obtidas
por consideragdes de equilibrio (balango) de massa, quantidade de movimento e energia, para
um volume de controle infinitesimal dentro do fluido. Dois tipos de volume de controle sdo
normalmente utilizados na dindmica dos fluidos. No sistema de referéncia Euleriano o volume
de controle consiste de um paralelepipedo de lados dx, oy, e 5z cuja posicao ¢ fixa relativa

aos eixos coordenados. Balangos de massa, momentum e energia, dependerdo dos fluxos
devidos ao escoamento do fluido, através dos contornos do volume de controle. No sistema de
referéncia Lagrangeano, contudo, o volume de controle consiste de uma massa infinitesimal
de particulas do fluido, que se movem seguindo o movimento, e sempre contendo as mesmas
particulas do fluido.

O sistema de referéncia Lagrangeano, ¢ particularmente usado para se obter as leis de
conservagao, desde que tais leis, podem ser enunciadas mais simplesmente, em termos de um
elemento particular de massa do fluido. O sistema Euleriano ¢, entretanto, mais conveniente
para resolver a maioria dos problemas, porque nesse sistema, os campos das variaveis sao
relacionados por um conjunto de equagdes diferenciais parciais, nas quais, as variaveis
independentes sdo coordenadas X, y, z, t. No sistema Lagrangeano, por outro lado, ¢
necessario seguir a evolugdo no tempo, dos campos para varias parcelas individuais do fluido.
Entdo, as variaveis independentes sdo X,, Yo, Zo, € t, onde essas varidveis X,, Yo, Zo ,
representam a posicao pela qual uma parcela particular passou no tempo de referéncia t,.

2. A DIFERENCIACAO TOTAL

As leis de conservagdo que serdo derivadas a partir daqui contém expressdes para a
taxa de varia¢do por unidade de volume da massa, quantidade de movimento (momentum) e
energia termodinamica, seguindo o movimento de uma parcela particular do fluido. Para que
possamos aplicar essas leis no sistema de referéncia Euleriano € necessario obter uma relagao
entre a taxa de variacdo de um campo varidvel seguindo o movimento e sua taxa de variagao
em um ponto fixo. A primeira ¢ chamada a derivada substantiva ou total, enquanto a ultima ¢
chamada derivada local; ela ¢ simplesmente uma derivada parcial com respeito ao tempo.
Para se obter uma relagdo entre a derivada total e a derivada local ¢ conveniente nos
referirmos a um campo variavel em particular, a temperatura, por exemplo. Suponha que a
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temperatura medida sobre um baldo que se move com o vento ¢ T, em um ponto de
coordenadas X,, Yo, Z, €tempo t, . Se o baldo se move para o ponto x, + 0x, y, + Oy € Z,
+ 0z em um incremento de tempo o6t , entdo a varia¢do na temperatura registrada no balao
0T pode ser expressa por uma expansao em série de Taylor como,

oT = (GTJ&_{OTJ&H_ 8T o) +(8TJ5z+(term0sdealtasordens)
ot ox y 0z

dividindo por 8t e tomando o limite quando &t > 0, nds obtemos:
dr _(8_Tj+(8Tj de (0T \dy (aTj dz
dt ot ox )dt \ oy )dt \ 0z )dt

T _ i 97
dt S5t—0 5;

onde,

¢ a taxa de variagdo de T seguindo o movimento. Se agora nds pusermos,

ﬂEu, Doy e Loy
d

dt t dt

entdo u, v, w, sdo as componentes da velocidade nas diregdes X, y, z, respectivamente e
nos teremos,

dr _or ( or  or aTj @D

= U—+v—=+w—
dt ot ox Oy oz

usando notagdo vetorial, esta expressao pode ser re-escrita como

T _yvr
ot dt

> > - -

na qual, V=iu+jv+kw ¢& o vetor velocidade tri-dimensional ¢ o termo —V-VT ¢

chamado de advec¢do de temperatura. Ela contribui para a variagdo local da temperatura
devida ao movimento do ar. Por exemplo, se o vento estd fluindo de uma regido fria para uma
regido mais quente, ela sera negativa (advecgdo fria) e o termo de adveccdo contribuird
negativamente para a variagdo local da temperatura. Entdo, a taxa de variagdo local da
temperatura ¢ igual a taxa de variagdo da temperatura seguindo o movimento (que € o
aquecimento ou e resfriamento das parcelas de ar individuais) mais a taxa advectiva de
variagdo da temperatura.

3. DIFERENCIACAO TOTAL DE UM VETOR PARA UM SISTEMA EM ROTACAO

A lei de conservacao da quantidade de movimento de Newton (segunda lei) relaciona a taxa
de variacdo da quantidade de movimento absoluta seguindo o movimento em um sistema de
referéncia inercial as forcas atuando sobre o fluido. Para a maioria das aplicagcdes em
meteorologia, ¢ desejavel que o movimento seja referido a um sistema solidario com a terra.
A transformacdo da equacdo do momentum para um sistema de coordenadas em rotagao
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necessita de uma relacdo entre a derivada total de um vetor em um sistema inercial ¢ a

correspondente derivada total em um sistema que gira. Para derivar esta relagdo, vamos fazer
-
A ser um vetor arbitrario cujas componentes cartesianas em um sistema inercial sdo dadas

por
- - -
A=i A +jA,+kA.
€ cujas componentes em um sistema com rotagdo com uma velocidade angular  , sdo :

A=i'A;+j'A'y +k'A

fazendo d;tA ser a derivada total do vetor A4 no sistema inercial tal que possamos
escrever
3 - - dA -
daA:]dAx+j y+deZ
dt dt dt dt
- s odA o ' e . i . o .
=l'dA"+j' y+k'dAZ=dle+d]Av+dkAz
dt dt dt dt dt - dt

agora, desde que
) - -
C,=V % e Ve=kxV d)fo

N
¢ exatamente a derivada total de 4 como visto no sistema de coordenadas em rotacdo (que &,

- -
a taxa de varia¢do de A4 seguindo o movimento relativo). Conseqiientemente, desde que /'
-

_— , L. dj ) >
pode ser pensado como um vetor posi¢ao de modulo unitario, 7] ¢ a velocidade de /'
t
o di J oo
devido a sua rotacdo. Entdo, 7;:sz' e de um modo semelhante, 7;=Qx j' e
K -
—=Oxk'.
dt
Entdo, juntando as trés componentes, teremos,
A A -
a, =d—+QxA (2.2)
dt dt

que ¢ a relacdo procurada.
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4. A FORMA VETORIAL DA EQUACAO DE MOMENTUM EM COORDENADAS EM ROTACAO

Em um sistema de referéncia inercial, a segunda lei do movimento de Newton pode
ser escrita simbolicamente como

—

d Va i
a =N F 2.3
7 > (2.3)

O lado esquerdo dessa equacao representa a taxa de variagao da velocidade absoluta seguindo
o0 movimento como visto de um sistema inercial. O lado direito, representa a soma das forgas
reais por unidade de massa que estao atuando. Agora vamos transformar essa expressao para
a segunda lei, para o sistema de referéncia com rotagdo, para isso teremos que encontrar
primeiro uma relacdo entre a velocidade absoluta e a velocidade relativa ao sistema em

—

rotacdo. Esta relacdo pode ser obtida aplicando-se a expressao (2.2) ao vetor posicdo » para
uma sobre uma terra girando:

L =—+4+Oxr (2.4)
dt dt
, dr - dr - )
convém lembrar que, Z” =V, e que E:V ; conseqilientemente (2.4) pode ser
escrita como
V,=V+Qxr (2.5)

a qual determina simplesmente que a velocidade absoluta de um objeto sobre uma terra em
rotagdo ¢ igual a sua velocidade relativa a terra mais a velocidade devida a propria rotagao da

terra. Agora devemos aplicar (2.2) ao vetor velocidade absoluta V, para obter

V4V oy (2.6)
d di

substituindo a partir de (2.5) no lado direito de (2.6), encontramos que

—

a7,
dt

=%(I7+Qx17)+gx(r7+9xl7)

:é—fum?— O°R 2.7)

onde Q ¢ suposto constante. Aqui R ¢ um vetor perpendicular ao eixo de rotagdo, com
magnitude igual a distancia a esse eixo, tal que, com a ajuda da identidade vetorial,

Qx(Qx 1) = x(Qx R) = —Q°R
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A equacdo (2.7) determina que a aceleracdo seguindo o movimento em um sistema inercial ¢
igual a aceleragdo seguindo o movimento relativo em um sistema girando mais as aceleracdes
de Coriolis e centripeta. Se supomos que somente as for¢as reais que atuam sobre a atmosfera
sdo a forca do gradiente da pressdo, a for¢a de gravitagdo e a forgca de atrito, podemos
reescrever a segunda lei de Newton (2.3) com a ajuda de (2.7) como

AV op-LvprgF, (2.8)
dt o,

N
onde F, ¢ a forca de atrito e a forca centrifuga foi combinada com a gravitagao no termo de
gravidade g . A equacdo (2.8) ¢ o enunciado da segunda lei do movimento de Newton para
movimento relativo a um sistema de coordenadas com rotagdo. Ela determina que a
aceleragdo seguindo o movimento relativo no sistema de referéncia em rotagdo ¢ igual a soma
das forgas de Coriolis, do gradiente da pressao, gravidade efetiva e atrito. Esta ¢ a forma da
equacdo do movimento que ¢ basica para a maioria dos trabalhos em meteorologia dinamica.

5. AS EQUACOES COMPONENTES EM COORDENADAS ESFERICAS

Para fins de analise tedrica e previsdo numérica, € necessario expandir a equagdo do
momentum na forma vetorial (2.8) em suas componentes escalares. Desde que o desvio a
forma da terra se desvia pouco da esfericidade e por isso ¢ desprezivel, é conveniente
expandir (2.8) em coordenadas esféricas tal que a superficie da terra (considerada de nivel)
corresponda a uma superficie coordenada. Os eixos coordenados sdo entdo (A, ¢, z) onde A

¢ a longitude, ¢ a latitude e z 4 a distancia vertical acima da superficie da terra. Se os vetores
unitarios

- o - -

V=iu+jv+kw

u=rcosg—, vzrﬁ, WE%
dt dt dt

dx=acosgd A
dV. =2>du =dv 2dw di dj dk
—=i—+j—+hk—+tu—+v—"—+w—
dt dt dt dt dt dt dt
di oi
—_— =y —
dt ox
sdo agora tomados como sendo dirigidos para leste, norte e para cima respectivamente, a
velocidade relativa se torna

-> - - -

V=iu+jv+kw
na qual as componentes u, v, w sdo definidas como:

usrcosqﬁﬂ, vsr%, WE% (2.9)
dt dt dt
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Aqui, r ¢ a distancia ao centro da terra, que esta relacionada a z por r=a +z, onde a éo
raio da terra. Tradicionalmente, a variavel r em (2.9) é substituida pela constante a. Esta ¢
uma boa aproximacao desde que z << a para regides de interesse para os meteorologistas.
Para simplicidade na nota¢do convenciona-se definir x ¢ y como as distancias para leste e
norte tal que
dx=acosg¢dAl dy=adg.

Entdo, as componentes horizontais da velocidade sdo respectivamente u = dx/dt e v = dy/dt
nas diregdes leste e norte respectivamente. O sistema de coordenadas (X, y, z) definido desta
maneira ndo ¢, entretanto, um sistema de coordenadas cartesiano porque as diregcdes de

> 5 o

i, j, k, ndo sdo constantes, mas sao fun¢des da posi¢ao sobre uma terra esférica. Esta

dependéncia da posicdo dos vetores unitarios deve ser levada em conta quando o vetor
aceleragdo ¢ expandido em suas componentes sobre a esfera. Entdo, podemos escrever

dV ~du —dv vdw di  dj dk
—=i—+j—+k—+ w—
dt dt dt dt dt dt dt

(2.10)

Para se obter as equagdes das componentes, € necessario que se avalie primeiro as taxas de
-

N oy . . . o di
variacdes dos vetores unitdrios seguindo o movimento. Consideramos primeiro =
t

N

Expandindo a derivada total como dado na equagdo (2.1) e notando que i ¢ uma fungdo
somente de X, ou seja, um vetor dirigido para leste que ndo muda sua orientacdo mesmo que
o movimento esteja dirigido para norte ou vertical, encontramos que

di  oi
—_— Yy —
dt ox

si| o 1
. _

—

Figura 2.1 dependéncia longitudinal do vetor unitario i
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—

0i s g N . ~ ~ .
e que o vetor . esta dirigido na dire¢dao do eixo de rotacdo. Entdo, como ilustrado na
X

figura 2.2 abaixo

oi 1 -~ >
—= i seng — k cos
ox acos¢(J ¢ 2

r,
e

} sin &
b
“k cos ¢

N
Figura 2.2 - Resolu¢do de 0 i em componentes para norte e vertical.

Conseqiientemente,
d 7 u >
—=  seng — k cos 2.11
% acos¢(j ¢ ?) (2.11)

. dj n M ~ ~ .
considerando agora —— , vé-se que j ¢ uma fun¢do somente de x e y . Entdo, com a ajuda
de figura 2.3, pode-se notar que para movimentos na direcdo leste, |0 j |= _ox . Desde

(a/tan @)
que o vetor aa—] estd dirigido na dire¢do negativa do eixo dos x , temos entdo que
X
9j__k
Ox
entao,
dj__utngz v (2.12)
dt a a

Finalmente, por argumentos similares pode ser mostrado que
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dz “u vy
— =i —+j— 2.13
dt a Ja ( )
[e]
p;
3j
B
. adp\I
Sp

(a) (b)

Figura 2.3 - a) A dependéncia do vetor unitario j sobre a longitude

N
b) A dependéncia do vetor unitario ;j sobre a latitude

Substituindo as equagdes de (2.11) a (2.13) na equacgdo (2.10) e re-arranjando os termos, nos
obtemos a expansdo em coordenadas esféricas polares da aceleragdo seguindo o movimento
relativo, que é:

v - 2 - 2 2\>
d_V:[ﬂ_uvtangﬁa_i_ﬂ]H_ @_'_u tan¢+ﬂ I dw u'+v i (2.14)
dt dt a dt a a dt a

a seguir voltamos a expansdao em componentes dos termos da for¢a em (2.8). A forca de
Coriolis ¢ expandida notando-se que o vetor £ nao tem componente paralelo a i, e que suas
-

N
componentes paralelasa j ¢ k sdo 2Qcos¢g e 2Qseng , respectivamente. Entdo, usando
a defini¢do do produto vetorial,

ik
—2QxV =-2Q| 0 cos¢ seng|=

u v w

—(2Qwcos ¢ —2Qvsend) i —2Quseng j+2Qucosg k (2.15)

a forca do gradiente da pressao pode ser expressa como
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Vp= i L, P P (2.16)
ox oy 0z

e a gravidade ¢ convenientemente representada como

—

g=—gk 2.17)

onde g é um escalar positivo ( g~ 9.8 m.s” na superficie da terra ). Finalmente, a forca de
atrito ¢ expandida em componentes com

| F.+jF,+kF, (2.18)

substituindo (2.14) a (2.18) na equacdo do movimento (2.8) e igualando todos os termos nas
direcdes das coordenadas i, j, k, respectivamente, nds obtemos:

@_MJFW=—l8—p+2Qwsen¢—2chos¢+Fx (2.19)
dt a a p Ox

2
v wtang v 1P oouseng+ (2.20)
dt a a p Oy

2 2
dw_u+v :_la—p—g+2§2ucos¢+FZ (2.21)
dt a p oz

que sdo as componentes para leste, norte e vertical da equacdo do movimento
respectivamente. Os termos proporcionais a 1/a no lado direito das equagodes de (2.19) a
(2.21) sao chamados termos de curvatura porque eles surgem devido a curvatura da terra.
Esses termos devido a que sdo nao-lineares, ou seja, sdo quadraticos nas varidveis
dependentes, eles sdo dificeis de manusear em andlises tedricas. Felizmente, como sera visto
adiante, esses termos de curvaturas terdo importincia menor para os sistemas de escala
sindtica nas latitudes médias. Ainda assim, mesmo quando os termos de curvatura sdo
desprezados as equagdes (2.19) a (2.21) ainda sdo diferenciais parciais ndo-lineares como
pode ser visto quando expandimos suas derivadas totais em partes locais e advectivas:

du Ou ou ou ou
=t U—FV—+ W—

At o ox oy 0z
dv ov ov  Ov ov
—=—tu—-+v w
dt ot oOx 0Oy oz

dw ow ow ow ow
=—tU—tV—tW—

dt ot ox oy oz
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Em geral os termos de aceleracdo advectiva s@o compardveis em termos de ordem de
magnitude ao termo da aceleragdo local. E principalmente pela presenga dos processos de
adveccao ndo-lineares que faz da meteorologia dindmica um assunto interessante.

6. ANALISE DE ESCALA DAS EQUACOES DO MOVIMENTO

Como as equacdes usadas na meteorologia sdo equacdes completamente gerais, uma
das maneiras de se filtrar movimentos indesejaveis sem interesse para a meteorologia ¢ a
andlise de escala. A eliminagdo de termos por consideracdes de escala ndo tem somente a
vantagem de simplificar a matematica do problema mas também, como vamos ver adiante, a
eliminacdo de pequenos termos que em alguns casos tem a propriedade muito importante de
eliminar completamente ou filtrar um tipo de movimento sem interesse para a meteorologia.
O conjunto de equagdes do movimento (2.19) a (2.21) descreve todo tipo e escala dos
movimentos atmosféricos. Ondas de som, por exemplo, sdo solucdes perfeitamente validas
destas equagdes. Entretanto, as ondas de som sdo de pouco importancia para os problemas
meteoroldgicos. De modo a simplificar o sistema (2.19) a (2.21) para movimentos de escala
sindtica nas latitudes médias definimos as seguintes escalas caracteristicas do campo das
variaveis baseadas em valores observados para sistemas de escala sinOtica nas latitudes
médias.

A flutuacdo horizontal da pressdo Ap estd normalizada pela densidade p de modo a
produzir uma escala estimativa que ¢ valida em todas as alturas na troposfera a despeito do
decréscimo aproximadamente exponencial com altura de tanto Ap como p. Note que Ap/p
tem unidades de geopotencial.

Tabela 2.1 — Escalas caracteristicas para os movimentos de escala sinotica

U ~10ms” escala de velocidade horizontal

W ~1cms” escala de velocidade vertical

L ~10°m escala de comprimento [ ~ 1/(2w) comprimentos de onda |
D~ 10" m escala de profundidade

Aplp ~10° m*s?  escala de flutuagio horizontal da pressdo

L/U~ 10’ s escala de tempo

Voltando a equacdo (1.21) vemos que verdadeiramente a magnitude da flutuacdo de Ap/p
sobre uma superficie de altura constante deve ser igual a magnitude da flutuacdo do
geopotencial sobre uma superficie isobarica. A escala de tempo aqui ¢ uma escala de tempo
advectiva que ¢ apropriada para sistemas de pressdao que se movem a uma velocidade
aproximadamente igual a do vento horizontal, tal como ¢ observado para sistemas sinoticos de
latitudes médias. Entdo, L. / U ¢ o tempo requerido para um desses sistemas se deslocar de
uma distancia L com velocidade U. Deve ser salientado aqui que a velocidade vertical na
escala sindtica ndo ¢ uma quantidade medida diretamente. Entretanto, como sera visto adiante,
a magnitude de w pode ser deduzida a partir do conhecimento do campo de velocidade
horizontal. Podemos agora estimar a magnitude de cada termo nas equagdes (2.19) e (2.20)
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para movimentos de escala sindtica a uma dada latitude. E conveniente considerar distarbios
centrados na latitude de ¢, =45° e introduzir a notagado

fo =2Qsend, = 2Qcosg, =107 57!

Tabela 2.2 — Ordem de magnitude dos termos das componentes da equagdo do movimento

A B C D E F
componente X du uw uvtan ¢ 1 op
g 2Qvseng  +2Qwcos¢p — ——— =————
a a P Ox
componente dv vw 2 19
P y u F 2Quseng — L g tang ___P
a a p oy
escala tipica U_2 fU /4 uw U_2 Ap
L a a pL
ordem dos termos (ms?) 107 107 107 107 107 107

A tabela 2.2 mostra a magnitude caracteristica de cada um dos termos nas equagdes (2.19) e
(2.20) baseados nas consideragdes de escala. Os termos de atrito ndo estdo incluidos por que
na escala de tempo dos movimentos sinoticos, dissipacao friccional tem um papel secundario
de pouca importancia acima do primeiro quilometro da atmosfera. Ele ¢ de grande
importancia na discussdao dos movimentos na Camada Limite Planetéria.

7. A APROXIMACAO GEOSTROFICA E O VENTO GEOSTROFICO

Pode ser visto da tabela 2.2 que para distirbios de escala sindtica de latitudes médias a Forga
de Coriolis (termo B) e a forca do gradiente da pressdo (termo F) estdo aproximadamente em
equilibrio. Portanto, retendo somente estes termos nas equagoes (2.19) e (2.20), nos obtemos,
como uma primeira aproximacao a relagdo geostrofica

et 1O (2.22)

p ox p oy

onde f=2Qseng ¢ chamado de pardmetro de Coriolis. O balango geostrofico ¢ uma relagao

diagnostico que da uma relagdo aproximada entre os campos da pressdo e da velocidade
horizontal nos sistemas de escala sindtica. A aproximacdo (2.22) ndo contém qualquer
referéncia ao tempo e conseqlientemente nao pode ser usada para prever a evolugdo do campo
de velocidades. Ela €, por esta razdo, uma relagdo de diagnostico.

Por analogia com a relagdo (2.22) ¢ possivel definir um campo de velocidade horizontal

- - -
Ve=iu,+jv, chamado de vento geostrofico, que satisfaz a equagdo (2.22) identicamente.

Ent3o na forma vetorial
N

Ve=kx——Vp (2.23)
o,
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Entdo, o conhecimento da distribui¢do da pressdo em qualquer tempo determina o vento
geostrofico. Deve ser lembrado que a equagdo (2.23) sempre define o vento geostrofico; mas
somente para movimentos de grande escala o vento geostrofico deve substituir o vento
horizontal real. Para as escalas usadas na tabela 2.2 o vento geostréfico somente aproxima o
vento horizontal real dentro de 10-15% nas latitudes médias.

8. EQUACOES APROXIMADAS DE PROGNOSTICO; O NUMERO DE ROSSBY

Para se obter equacdes progndsticas, ¢ necessario reter os termos de aceleracao (termo A) nas
equacdes (2.19) e (2.20). As equagdes resultantes sdo as equagdes aproximadas para o
momentum horizontal

d—u—fv:—la—p (2.24)
dt P Ox
ﬂ+fu:—la—p (2.25)
dt p Oy

Nossa andlise de escala mostrou que os termos de aceleragcdo nas equagdes (2.24) e (2.25) sdo
aproximadamente uma ordem de magnitude menor que as forgas de Coriolis e do gradiente da
pressao. O fato de que o escoamento horizontal estd em equilibrio geostrofico € de ajuda para
a analise diagnodstico. Contudo, isto torna as aplicagdes reais destas equagdes na previsao do
tempo dificil porque as aceleragcdes (que devem ser medidas acuradamente) sdo dadas por
pequena diferenca entre dois termos grandes. Entdo, um pequeno erro na medida de ambas
velocidades ou na forca do gradiente da pressdo, levara a um grande erro na estimativa das
aceleragoes.
Uma medida conveniente da magnitude da aceleragdao, comparada com a for¢ca de Coriolis
pode ser obtida, formando-se a razdo entre as escalas caracteristicas para a aceleragdo
horizontal ¢ a for¢a de Coriolis,

U

L

N

esta razao ¢ um numero adimensional chamado nimero de Rossby, deduzido primeiramente
pelo meteorologista sueco C. G. Rossby [1898 — 1957], designado por

U

Ry=—-
folL
Entdo, quanto menor for o numero de Rossby, melhor serd a medida da validade da
aproximacao geostrofica.

9. A APROXIMACAO HIDROSTATICA

Uma analise de escala similar pode ser aplicada a componente vertical da equagao do
momentum (2.21). Desde que a pressdo decresce de cerca de uma ordem de magnitude a
partir do solo até a tropopausa, o gradiente vertical da pressao pode ser escalonado por P,/ H
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onde P, ¢ a pressdo a superficie e H é a profundidade da troposfera. Os termos em (2.21)
podem entdo ser estimados para movimentos de escala sinotica e sdo mostrados na tabela 2.3.
Do mesmo modo que para os termos das componentes horizontais, consideramos movimentos
centrados na latitude de 45° e desprezamos o atrito. A andlise de escala indica que com alto
grau de acuracia o campo da pressdo estd em equilibrio hidrostatico, ou seja, a pressdo em
qualquer ponto ¢ simplesmente igual ao peso de uma coluna de ar se secdo transversal unitaria
sobre aquele ponto.

A andlise vista acima da equacdo do momentum vertical ¢, entretanto, insuficiente
para mostrar que a aceleracdo vertical é pequena comparada a g . Desde que somente aquela
parte do campo da pressdo que varia horizontalmente estd diretamente acoplada ao campo da
velocidade horizontal, é realmente necessario mostrar que a componente da pressdo que varia
horizontalmente estd por si somente em equilibrio hidrostatico com o campo da densidade
variando horizontalmente. Para fazer isto ¢ conveniente primeiro definir uma pressdo padrao
pPo(z), que ¢ uma pressdo média horizontal a cada altura, e uma correspondente densidade
padrio p,(2), definida tal que py(z) € p,(z) estdo em exato equilibrio hidrostatico:

Lap__, (2.26)
Py dz

n6és podemos entdo escrever os campos da pressao e densidade total como

p(x,y,z,0)=p,(2)+ p'(x,y,2,1)
(2.27)
p(x,y,2,t)=p,(2)+ p'(x, y,2,1)

onde p'e p' sdo perturbagdes a partir dos valores padroes da pressdo e densidade. Para uma
atmosfera em repouso, p' e p' seriam entdo iguais a zero.

Tabela 2.3 — analise de escala para a equagdo do momentum vertical.

dw u’ +v7? _ 1o
componente z da equagdo do momentum 7  —2Qucos¢ p B ‘;g -8
escala dos termos uw foU U? A g
L o pH
magnitude dos termos (m.s™) 107 107 10” 10 10
Usando as defini¢cdes (2.26) e (2.27) supondo que P <1 em magnitude tal que
Po

(py+p") ' = pofl(l _P, ) nds encontramos que
Po
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_la_p_ —_;i( + ')_

po: ° (paphos 0TEITE
L Lipdn o' :_L[p.gﬁi} (2.28)
Polpy dz Oz Po 0z

Para movimentos de escala sindtica, os termos em (2.28) tem magnitudes

L[ai:lzl[ AP }z~10_1 ms, ﬁzlo_l m.s™
Po 0z Po pOH Po

comparando estas magnitudes com as magnitudes dos outros termos na equagdo do
momentum vertical (tabela 2.3), vemos que com uma boa aproximacdo, o campo da
perturbagdo na pressdo estd em equilibrio hidrostitico com o campo da perturbacdo na
densidade, tal que

'

Py prg=0 (2.29)
0z

conseqiientemente, para movimentos de escala sindtica, as aceleragdes verticais sao
despreziveis e a velocidade vertical ndo pode ser determinada a partir da equagdo do
momentum vertical.

10. A EQUACAO DA CONTINUIDADE

Foi visto até agora que os movimentos atmosféricos ou parte destes, podem ser
descritos a partir de uma tUnica lei basica — a segunda lei do movimento de Newton. Contudo,
pouco foi dito acerca do movimento vertical na atmosfera. Vimos a partir de argumentos de
escala que a componente vertical da equacdo do movimento ndo pode ser usada diretamente
para se calcular o movimento vertical devido ao fato de que os sistemas de escala sinotica
estdo aproximadamente em equilibrio hidrostatico.

Vamos considerar agora uma Segunda lei fisica basica — a lei de conservacdo da
massa, que relaciona os campos dos movimentos horizontal e vertical. Neste principio de
conservagao da massa, o campo do movimento vertical pode ser deduzido a partir de medidas
do campo de velocidade horizontal. Veremos posteriormente, que existem dificuldades
praticas na aplicac¢ao deste método.

A expressdo matematica deste principio pode ser deduzida considerando-se um
elemento de volume no espago e calculando-se a taxa liquida de fluxo de massa através das
faces do elemento de volume. Mostra-se entdo que a taxa de entrada de massa no elemento de
volume ¢ igual ao acréscimo de massa por unidade de volume.

_V.(pV)=0
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Entdo, o acréscimo de massa por unidade de volume ¢é exatamente a taxa de variacao
. 0
local da densidade G_p
n

portanto, 2—’;+ V.(p7)=0 (2.30)

A equacdo (2.30) ¢ a forma da divergéncia de massa da equacdo da continuidade.
Uma forma alternativa da equagao da continuidade ¢ obtida aplicando a identidade vetorial,

V.(pV)=pV.V+V Vp

e izﬁﬁv
dt ot

encontramos a equagao (2.31) :
Ldr,.vy_o 2.31)
p dt

A equagdo (2.31) ¢ a forma da divergéncia da velocidade da equacdo da continuidade.
Ela determina que a taxa de variagdo fracional de acréscimo na densidade de uma parcela de
ar seguindo o movimento, ¢ igual a menos a divergéncia da velocidade. Isto deve ser
claramente distinguido de (2.30) que determina que a taxa local de variacdo da densidade ¢
igual a menos a divergéncia de massa.

11. EQUACAO DA CONTINUIDADE EM COORDENADAS ISOBARICAS

Consideramos um eclemento de massa fluida oMde area da secdo transversal
dxdy que esta confinada entre superficies de pressdo p—9p, conforme a figura:

= et
U, Bt Ugbt

Figura 2.4 — varia¢ao no volume de controle lagrangeano devido ao movimento do fluido
paralelo ao eixo x.
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Aplicando a aproximacao hidrostatica op = - pg 0z podemos escrever

OM = p 6 xdydz
8M:ESxSyESp
g

uma vez que a massa do elemento de fluido deve ser conservada seguindo o movimento,

L dgo_ & dfoxdydp)
SM dt Sxdydpdt| g

diferenciando usando a regra da cadeia e mudando a ordem dos operadores temos:
ox \dt) oy (dt) op \dt

ou ov ow
—t—t+—=
ox oy Op

ou

0 (2.32)

onde usamos a definicdo w = % .

tomando o limite quando 0x,0y,0p tendem para zero, obtemos entdo a equagdo da
continuidade no sistema isobarico.

ou vl 92 (2.33)
ox oy) OoOp

Esta forma da equag¢do da continuidade, ndo contém referéncia a densidade nem
tampouco envolve derivada temporal.

12. MOVIMENTO VERTICAL

J& visto anteriormente que para movimentos de escala sindtica a componente vertical
da velocidade ¢ da ordem de pouco centimetros por segundo. Entretanto as sondagens
meteoroldgicas de rotina nos fornecem a velocidade dos ventos com uma precisdo por volta
de um metro por segundo. Isso significa que a velocidade vertical no caso geral ndo pode ser
medida diretamente mas, inferida a partir dos campos medidos diretamente.

Entre as varias maneiras de se obter a velocidade vertical, encontra-se a integragdo da
equacdo da continuidade na vertical. Este método pode ser mostrado considerando-se o caso
de um fluido incompressivel (o oceano, por exemplo). Para um fluido incompressivel, dp / dt
=0 de modo que a equagdo (2.30) se transforma para

V.(pV)=0
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ou, em termos de componentes escalares:
ow _ [ou, ov
ot ox 0oy

integrando na vertical do solo (z = 0), até uma altura genérica onde z=h

h
Ia—wdz:-J‘ 8_u+6_v dz
ot ox Oy

o o

m(h)—w(o):-h[a<u>+a<V>J (2.34)
ox oy

onde a notagdo < > significa média na vertical. Isto quer dizer que para um fluido
incompressivel a diferenca entre as velocidades médias na base e no topo de uma coluna ¢
dada pelo produto da altura da coluna (profundidade) pela divergéncia média horizontal.

Se o fluido ¢ compressivel (caso da atmosfera) ¢ mais simples aplicar a forma em
coordenadas isobaricas da equagdo da continuidade. Integrando a equacgdo (2.34) com respeito
a pressdo, temos:

o(p)—o(p,))=- j (g—z+g—;j dp (2.35)

A equacdo (2.35) relaciona a velocidade vertical em um nivel qualquer de pressdo p a
® (po ) e a divergéncia média na coluna entre as superficies isobdricas p, € p.

13. MEDIDA DA DIVERGENCIA HORIZONTAL

A aplicacdo da equacao (2.35) para estimar o campo da velocidade vertical, requer
conhecimento da divergéncia horizontal. Para determinar a divergéncia horizontal as
derivadas parciais Ou/0xeov/ 0y sdo geralmente estimadas a partir dos campos de u e v
usando aproximagao por diferencas finitas.

Por exemplo se queremos determinar a divergéncia horizontal no ponto X,, Yo,
podemos escrever:

@+@ N u(x, —d)-u(x, —d) N v(y, +d)-v(y, —d)
ox oy 2d 2d

(2.36)
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V(Yo +d)
d
d
u (X, +d)
(Xo Yo)
u(X,—d)
v (Yo—d)

E sabido que para movimentos de escala sindtica nas médias latitudes a velocidade horizontal
estd aproximadamente em equilibrio geostréfico. Exceto para pequenos efeitos devidos a
variagdo do parametro de Coriolis o vento geostréfico ¢ ndo divergente, ou seja,
ou, / 0x e 0v, /0y sdo aproximadamente iguais em modulo mas tém sinais contrarios, entéo,

a divergéncia horizontal ¢ devida principalmente a pequenos desvios do vento a partir do
equilibrio geostréfico. Um erro de 10 por cento na avaliagdo das componentes do vento na
equacdo (9) pode facilmente causar a divergéncia estimada um erro de 100 por cento. Por esta
razdo, a equacdo da continuidade ndo é recomendada para ser usada como estimativa do
campo do movimento vertical a partir dos ventos horizontais observados. Outros métodos
serdo desenvolvidos posteriormente, inclusive a equacdo omega, que d4 uma melhor
estimativa da velocidade vertical.

14.ANALISE DE ESCALA DA EQUACAO DA CONTINUIDADE

Seguindo a técnica de andlise de escala ja vista, pode-se escrever a equagao da continuidade
(2.31) como

i(a—pw.vp'}ﬂﬁw.\/;o (2.36)
Py \ Ot Py dz
A B C

Onde p' ¢ o desvio local da densidade a partir de seu valor médio horizontal, p,(z). Para
movimentos de escala sinotica, p'/ p,~ 107 tal que usando as escalas caracteristicas dadas
anteriormente, encontramos que o termo A tem magnitude

L(a—p+V.Vp'j~ EECNSTERS
Py \ Ot po L

para movimentos nos quais a escala de profundidade ¢ comparavel a escala da densidade H,

dinp %z ~ D™ | tal que o termo B ¢ escalado como

wdp, W
p, dz D

~10° s
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expandindo o termo C em coordenadas cartesianas temos,

2 ou OV Ow
VV=—"—+4—
ox 0Oy 0z
. L ou ov : L
Para movimentos de escala sinotica os termos F» e — tendem a ser de magnitudes iguais

mas de sinais opostos. Entdo, eles tendem a se equilibrar tal que

@—k@ ~10’IE ~107°s™
oy L
somado a isto,
@ NE ~107%g™"
0z

entdo, os termos B ¢ C sdo cada um, cerca de uma ordem de magnitude maior, que o termo
A, e como uma primeira aproximacdo, os termos B e C se equilibram na equacgdo da
continuidade tal que nds temos
ou oOv Ow dlnp,
—t—t—tw—=
ox 0z dz

0
ou em forma vetorial V.(p, V)=0 (2.37)

Entdo, para movimentos de escala sindtica, a divergéncia se anula em um fluido
incompressivel, o qual ndo ¢ o mesmo que esta representado pela equacdo 2.37). essa
aproximag¢ao mostra que para um escoamento puramente horizontal, a atmosfera se comporta
como se fosse um fluido incompressivel. Entretanto, quando existe um movimento vertical a

incompressibilidade associada com a dependéncia de p, com a altura deve ser levado em
conta.

15. A EQUACAO DA ENERGIA TERMODINAMICA

Voltamos agora para o terceiro principio fundamental de conservacdo, a conservacao
da energia termodinamica como ¢ aplicada a um elemento de fluido em movimento. A
primeira lei da termodindmica ¢ geralmente derivada por considerar um sistema
termodinamico em equilibrio, isto é, um sistema que estd inicialmente em repouso e apos
trocar calor com sua vizinhanga e realizar trabalho sobre as vizinhangas esta novamente em
repouso. Para tal sistema, a primeira lei determina que a faxa de variagdo na energia interna
do sistema é igual a diferenca entre o calor adicionado ao sistema e o trabalho realizado
pelo sistema. Um volume de controle lagrangeano consistindo de uma massa especificada do
fluido pode ser pensada como um sistema termodinamico. Entretanto, a menos que o fluido
esteja em repouso, ele ndo estard em equilibrio termodindmico. Ainda assim, a primeira lei
pode ser aplicada desde que a energia instantanea do volume de controle seja considerada
consistir da soma da energia interna (devida a energia cinética das moléculas individuais) e a
energia cinética devida ao movimento macroscopico do fluido. A forma modificada da
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primeira lei da termodinamica, ou equagdo da energia, que deve ser aplicada a um elemento

do fluido entdo determina que a taxa de variacdo da energia termodinamica total (interna mais

cinética) ¢ igual a taxa de aquecimento mais a taxa com que trabalho ¢ realizado sobre o

elemento pelas forgas externas. Se nos designamos por e a energia interna por unidade de

massa, entdo a energia termodindmica total contida em um elemento lagrangeano de fluido de
- >

densidade p e volume 8V ¢ P(e‘i‘i V.V)8V As forgas externas que atuam sobre o

elemento do fluido, podem ser divididas em forcas de superficie, tais como as forgas da
pressdo e viscosidade e forgas do corpo, tais como gravidade ou forg¢a de Coriolis. A taxa com
que trabalho ¢ realizado sobre o elemento fluido pela componente x da for¢a de pressdo esta
ilustrada na figura 3.6. Lembrando que a pressdo ¢ uma forga por unidade de area, e que a
taxa na qual uma forga realiza trabalho ¢ dada pelo produto escalar dos vetores forca e
velocidade, vemos que a taxa na qual o fluido vizinho realiza trabalho sobre o elemento
devido a forca da pressdo sobre as duas superficies limites no plano y, z ¢ dada por

(pu)A SySZ—(pu)B dyodz

o sinal negativo antes do segundo termo ¢ necessario porque o trabalho realizado sobre o
elemento de fluido ¢ positivo se u € negativo através da parede B. Agora, pela expansao em
uma série de Taylor, podemos escrever

(pu)g = (pu) , + [;X(pu)}A SX +..

Entdo, a taxa liquida de trabalho da forca da pressdo devida a componente x do movimento €

[(pu) A~ (pU)B]SYSZ == |:§X(pU)}A oV

na qua] oV = SXSYSZ X

De modo similar, pode-se mostrar que as taxas de trabalho realizado pelas forcas da pressao
devidas as componentes y € z do movimento sao

0
- {a(pu )} SV o — {(pu)} 3V
respectivamente. Entdo a taxa total de trabalho pela for¢a da pressdo ¢ simplesmente

_V.(pV)8V

as unicas for¢as de corpo interesse meteoroldgico que atuam sobre um elemento de massa na

atmosfera sao a forca de Coriolis ¢ a for¢a de gravidade. Entretanto, desde que a forca de
-

Coriolis, —2QxV, ¢ perpendicular a velocidade ao vetor velocidade, ela ndo pode realizar

trabalho. Logo a taxa na qual as forcas de corpo realizam trabalho sobre o elemento de massa

¢ exatamente pg.VoV.
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Aplicando o principio de conservacdo da energia ao nosso volume lagrangeano de controle
(desprezando a viscosidade molecular) nos entdo obtemos

d i > > .
P p(e+5V.V)6V =-V.(pV)dV+pg.VOV+pqodV (2.38)

Aqui, q ¢ a taxa de aquecimento por unidade de massa devida a radia¢do, conducdo e

liberagdo de calor latente. Com a ajuda da diferenciagdo pela regra da cadeia nos podemos re-
escrever a equacao (2.38) como

- - - -
pESVi etov.V |+|etiv.v M:
dt 2 2 dt
G~ _V.VpSV —pV.VSV - pgwdV +pqdV (2.39)

aqui usamos que g=-gk. Agora a partir de (2.32) nos vemos que o segundo termo da
direita em (2.39) se anula tal que nos temos

de oA 1Y V== V.Vp—pV.V— paw +pa 2.40
PP 2V Vp-pV.V - pgw+pq (2.40)

_)
esta equacao pode ser mais simplificada, notando-se que se tomarmos o produto escalar de v

com a equag¢ao do momentum (2.8) podemos obter (desprezando o atrito)
d B -
Papl 2 VY =-V.Vp - pgw (2.41)

subtraindo (27) de (26) nos obtemos

de > ‘
pa=—pV-V +pq (2.42)

os termos que foram eliminados em (2.40) pela subtracao de (2.41) representam um balango
da energia mecanica devida ao movimento do elemento do fluido; os termos remanescentes
representam o balango da energia termal. Usando a definicdo de geopotencial (1.15) nos
temos

oo, dz b
W EE T dt

tal que (27) pode ser re-escrita como

d({—~ -
pa SV Vo == VW (2.43)
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esta equacgdo ¢ chamada de equagdo da energia mecanica . Entdo, a equacdo (2.43) determina
que seguindo o movimento, a taxa de variagdo da energia mecanica por unidade de volume ¢
igual a taxa com que trabalho ¢ realizado pela for¢ca do gradiente da pressdo. A equacgdo da
energia termal (2.42) pode ser escrita de uma forma mais familiar notando-se de (2.31) que

1 - 1 dp da
—v.v=-—- P
p p2 dt dt

€ que para o ar seco a energia interna por unidade de massa é dada por e=c, T, onde

¢, =717 Jkg' k™ ¢éo calor especifico a volume constante. Nos entdo obtemos

dT da
Cy dt P = 4 (2.44)

que ¢ a forma usual da equacdo da energia termodinamica. Entdo a primeira lei da
termodindmica verdadeiramente € aplicavel ao movimento de um fluido. O segundo termo da
esquerda representa a taxa de trabalho pelo sistema fluido (por unidade de massa), representa
uma conversdo entre as energias termal e mec6anica. E este processo de conversio que
habilita energia calorifica solar a for¢ar os movimentos da atmosfera.

16. TERMODINAMICA DA ATMOSFERA SECA

Tomando a derivada total da equacao de estado (1.13) , obtemos

dp _dT

do
p—+a—=R—
d dt dt
. da . _ L
substituindo para pa na equagdo (2.44) e usando que ¢, = ¢, + R, onde ¢, que ¢ igual a

1004 T.kg" K, ¢ o calor especifico a pressdo constante, podemos re-escrever a primeira lei
da termodinamica como,

dT  dp

CPE 0 T (2.45)

dividindo tudo por T e novamente usando a equacdo de estado, nds obtemos a forma da
entropia da primeira lei da termodinamica:

delnT_Rdlnp:gzé (2.46)
dt d T dt
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A equacdo (2.46) da a taxa de variagdo da entropia por unidade da massa seguindo o
movimento para um processo termodinamicamente reversivel. A entropia s assim definida
pela equagdo (2.46) ¢ um campo varidvel que depende unicamente do estado do fluido.
Portanto, ds ¢ um diferencial perfeito e ds/dt deve ser pensado como uma derivada total.

Contudo, “calor “ ndo ¢ um campo variavel, tal que a taxa de aquecimento q ndo ¢ uma
derivada total.

17. TEMPERATURA POTENCIAL

Para um gas ideal realizar um processo adiabatico, isto €, aquele no qual ndo ha troca de calor
com a sua vizinhanga, a primeira lei da termodinamica pode ser escrita na forma

¢,dInT-RdInp=0

Integrando essa equagdo desde um estado onde a pressdao ¢ p e a temperatura ¢ T até um
estado onde a pressdo € p, e a temperatura 6, nés obtemos, apds tomarmos o antilogaritmo

0= — 2.47
D (2.47)

Esta relacdo ¢ referida como a Equagdo de Poisson , e a temperatura 0 definida em (2.47) ¢
chamada de temperatura potencial . 6 ¢é simplesmente a temperatura que uma parcela de ar
seco a uma pressdo p e temperatura T teria se fosse expandida ou comprimida
adiabaticamente para uma pressdo padrdo p, , normalmente tomada como sendo 100 kPa ou
1000 milibares. Entdo, uma parcela de ar seco movendo-se adiabaticamente conservara sua
temperatura potencial. Tomando o logaritmo de (2.47) e diferenciando, nds encontramos que

dln® dInT Rde

C, & =C, & - & (2.48)
comparando (2.46) e (2.48) nds obtemos
, dn6_ds
p—dt q (2.49)

entdo, para processos reversiveis adiabaticos secos, as variagdes na temperatura potencial
fracional sdo verdadeiramente proporcionais as variacdes na entropia. Uma parcela que
conserva entropia seguindo o movimento deve se mover ao longo de uma superficie
isentrdpica (0 constante).
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18. A LAPSE RATE ADIABATICA

Uma relagdo entre a lapse rate da temperatura, isto €, o decréscimo da temperatura com a
altura, e a taxa de variacdo da temperatura potencial com respeito a altura pode ser obtida
tomando-se o logaritmo da equagdo (2.47) e diferenciando com respeito a altura (z). Usando
a equacao hidrostatica e a lei dos gases ideais para simplificar o resultado, nds obtemos

TO_oT g
00z oz c 2.50)

p

para uma atmosfera na qual a temperatura potencial é constante com respeito a altura, a lapse
rate € entao

g _
- —=—=l (2.51)
C
Entdo, a lapse rate adiabatica seca ¢ aproximadamente constante através da baixa atmosfera.

19. A ESTABILIDADE ESTATICA

S, . or ... .,
Se a temperatura potencial ¢ uma fun¢do da altura, a lapse rate real Fs—a— diferira da
Z

lapse rate adiabatica e,

ToO_

I
05, ¢ (2.52)

Se I'<I', tal que 6 aumenta com a altura, uma parcela de ar que realiza um deslocamento

adiabatico a partir de seu nivel de equilibrio serd positivamente * buoyant “ quando
deslocado verticalmente para baixo e no caso contrario serd negativamente e para cima tal
que tendera a retornar a seu nivel de equilibrio e a atmosfera € dita estaticamente estavel ou
ainda estavelmente estratificada. Oscilagdes adiabaticas de uma parcela de um fluido em
torno de seu nivel de equilibrio em uma atmosfera estaticamente estavel sdo referidas como
Oscilagoes de buoyancy. A freqiiéncia caracteristica de tais oscilagdes pode ser derivada por
considerar uma parcela que ¢ deslocada verticalmente de uma pequena distancia 6z sem
perturbar o ambiente. Se o ambiente estd em equilibrio hidrostitico nds temos

pg = —d% , onde p e p sdoapressdo e densidade do ambiente. A aceleragio

vertical da parcela serd :
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dw  d? 1 op

a ?(SZ)—g—gg (2.53)

onde p e p sdo a pressdo e a densidade da parcela, respectivamente. No método da parcela, ¢
suposto que a pressao da parcela, instantaneamente se ajusta a pressao do ambiente durante o

deslocamento: p = p. Esta condi¢do deve ser verdadeira se a parcela deixar o ambiente nao-

perturbado. Entdo com a ajuda da relagdo hidrostatica a pressdo pode ser eliminada em (2.53)
para dar

? p — 0-0
d7(5z):g PP =8| — (2.54)
P 0

onde a equagdo (2.47) e a lei dos gases ideais foram usadas para expressar as forgas de
buoyancy em termos da temperatura potencial. Se a parcela esta inicialmente no nivel z = 0
onde a temperatura potencial ¢ 6, entdo para um pequeno deslocamento & z nds podemos

representar a temperatura potencial do ambiente como

0(8z)= 0, + 495,
dz

se o deslocamento da parcela ¢ adiabdtico, a temperatura potencial da parcela ¢ conservada:
0(6z)= 0, . Entdo (2.54) se torna

—(8z)=-N"dz (2.55)

na qual

¢ uma medida da estabilidade estatica do ambiente. A equagdo (2.55) tem uma solucdo geral
da forma

iNt
dz=Ace’
portanto, se N > 0 a parcela oscilard em torno do seu nivel inicial com um periodo 1=27 N -

A freqiiéncia correspondente N ¢ a freqiiéncia de buoyancy (freqlientemente chamada de
freqiiéncia de Brunt — Viisilld). Para condigdes troposféricas médias, N~ 12 x 10 % s,
tal que o periodo de uma oscilagdo de buoyancy ¢ da ordem de 8 minutos. No caso de N =0,
um exame da equagdo (2.55) indica que nenhuma forca existird e a parcela estard em
equilibrio neutro em sue novo nivel. Por outro lado, se N° < 0, que é o caso onde a
temperatura potencial decresce com a altura, o deslocamento aumentara exponencialmente no
tempo. NOs entdo encontramos um critério de estabilidade gravitacional ou critério de

estabilidade estatica para o ar seco :
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> (0 estavel
do
—< =0 neutro
dz .

<0 instavel

Sobre a escala sinodtica a atmosfera ¢ sempre estavelmente estratificada porque quaisquer
regides instdveis que se desenvolvam sdo rapidamente estabilizadas por “overturning
convectivo.

20. ANALISE DE ESCALA DA EQUACAO DA ENERGIA TERMODINAMICA

Se a temperatura potencial ¢ dividida em suas partes basicas e da perturbacdo, colocando-se
0=0,(z)+0'(x,y,z,t), a primeira lei da termodindmica (2.49) pode ser escrita
aproximadamente como

1 (00" = dln®, q
—| —+V.VO' |+ 0=
Go(ﬁt ) “Taz ot (2.56)

p

na qual nos usamos o fato que para

|y| <<1  In0~Ino,+ %
é 0

fora de regides de precipitagdo ativa, o aquecimento diabatico q ¢ devido principalmente ao
saldo do aquecimento radiativo. Na troposfera o aquecimento radiativo ¢ bem fraco tal que,

tipicamente |i| < 1° C.d™" (exceto proximo ao topo das nuvens onde esfriamento
p

substancialmente grande pode ocorrer). A amplitude tipica das flutuacdes horizontais da

temperatura potencial nos sistemas sindticos de latitudes médias (acima da camada limite) ¢

de 0'~4° C. Entao,

~Q'~4°C/d™

—+V.V'e |~ —
0, L

T(@W o }VWU
ot

O esfriamento devido a advecgdo vertical devido a temperatura potencial do estado basico
(geralmente chamada de esfriamento adiabatico) tem uma magnitude tipica de

W T d5 =w(l,-I~4°C/d"
0, dz

0
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-1
na qual w~lems™ e I ;—I" 4 diferenca entre as lapses rates adiabatica seca e

real, ¢ da ordem de 4° C . km ' . entdo como uma primeira aproximacdo nds encontramos

que, na auséncia de fortes aquecimentos diabaticos, a taxa de variacdo da perturbagdo na
temperatura potencial ¢ igual ao aquecimento ou esfriamento adiabatico devidos ao
movimento vertical no estado bésico estaticamente estavel :

49" v 9% g
dt dz (2.57)
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PARTE 3

APLICACOES ELEMENTARES DAS EQUACOES BASICAS

1. INTRODUCAO

2. MOVIMENTO HORIZONTAL SEM ATRITO

Vimos anteriormente que para sistemas sindticos nas médias latitudes os campos da
pressdo e vento estavam aproximadamente em equilibrio geostrofico de modo que, como uma
primeira aproximacdo a equag¢ao do movimento horizontal se reduz a equacao diagnostico
para o vento geostrofico:

V. =KxLv,p
=K X—" 3.1
em que:
> O
V,=1u, jv,
é a velocidade geostroficaco V 5 P ¢ o gradiente horizontal da pressao.

Podemos ver pelo esquema mostrado na Figura 3.1 que o vento geostrofico ¢ o campo de
velocidade para o qual a forca de Coriolis equilibra a forg¢a do gradiente horizontal da pressao.

Po—3p

Co

Figura 4 - Equilibrio de forgas no balango geostrofico. A forga do gradiente
da pressdo esta representada por P e a forga de Coriolis por C,
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3. VENTO GEOSTROFICO EM COORDENADAS ISOBARICAS

Na pratica meteorologica didria, os dados sdo reportados sobre superficies de pressao
constante, muito embora isso ndo exclua a possibilidade da existéncia de cartas de altura
constante. Por esse motivo, torna-se vantajoso calcular o vento geostrofico relativo a
superficie de pressao constante.

Matematicamente, o Unico problema ¢ fazer uma transformacdo de coordenadas
verticais de z para P e entdo obter a expressao para o gradiente horizontal da pressdo em
termos do gradiente de altura a pressao constante.

Esta transformacgao pode ser realizada para a componente x da forca do gradiente da
pressdo com a ajuda da figura abaixo.

Pa
pot dp
Sz
:. S 1 »

Figura 5 - declividade das superficies de pressdao no plano x, y

temos que:

ox oz ox

(P0+5p)—p0 (p0+5x)—po ﬁ

levando ao limite quando éx,0z7 — 0, obtemos:
2
ox], Loz Lox],

desde que pela aproximagao hidrostatica Z—p =—-pg
4

temos:



HE
pLox |, ox |,
substituindo o gradiente horizontal da pressao, obtemos:

ﬁg=g{g—jp

analogamente:

dai a forma vetorial da relacdo geostrofica em coordenadas isobdricas:

¢=jgdz
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(3.2)

(3.3)

(3.4)

onde ¢ € o geopotencial, definido como o trabalho necessario para elevar uma massa unitéria

da superficie da terra até a altura z.

As coordenadas isobdricas apresentam algumas vantagens sendo, uma delas, que a
densidade ndo aparece explicitamente nas equagdes. Isso quer dizer que a um dado gradiente
de geopotencial implica 0 mesmo vento geostrofico a qualquer altura enquanto que um dado
gradiente horizontal da pressao implica diferentes valores do vento geostréfico dependendo da
densidade. Conseqiiéncia disso, se f ¢ mantido constante a divergéncia horizontal do vento

geostrofico a pressao constante € zero,
V. .Vy=0
para a vorticidade

E.(VX§g)=%v2¢

4. ESCOAMENTO CURVILINEO EM EQUILIBRIO

A equacdo do movimento horizontal pode ser escrita :

Ve _¢v,.xk=-Lv, p
dt p

em que:

(3.5)

(3.6)
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- - -

Vh:iu+jV

¢ o vetor velocidade horizontal.
Vamos agora estudar os varios tipos de movimentos horizontais, sob condigdes de equilibrio e
estado permanente, fazendo aproximacdes sucessivas dessa equagao.

5. COORDENADAS NATURAIS

Para ajudar o entendimento dos varios tipos de equilibrio de for¢a possiveis para
campos de escoamento em estado permanente na atmosfera, costuma-se expandir a equagao
(3.6) m componentes referidas a um sistema de coordenadas chamado natural. As dire¢des das
coordenadas (s, m, z) no sistema natural sdo definidas pelos vetores unitdrios e
respectivamente; ¢ orientado paralelo a dire¢do do escoamento em cada ponto, e um vetor
normal, positivo quando esta a esquerda da direcdo do escoamento e ¢ dirigido verticalmente
para cima.

Neste sistema de coordenadas a velocidade horizontal pode ser escrita:

A aceleragdo seguindo o movimento ¢ obtida diferenciando-se Vj, com relacao ao tempo:

DV

— 3.7
dt dt dt 3.7)

Vamos considerar a quantidade como uma particula que se move ao longo de sua
trajetoria no espacgo a partir de um ponto P de uma distancia infinitesimal ds no tempo dt de
acordo com a figura abaixo.

Trzjectery

Figura 6 - Variagdo dos vetores unitdrios tangente e normal.

- -
Da figura podemos ver que o vetor d t tem magnitude dy e diregdo normal a t no plano das
tangentes consecutivas. A direcdo descrita, ¢ dada pelo vetor unitario normal principal.

Segue dai que:
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di_dsdt _ dy 58)
ds dt ds ds

~ VKN = VK
na qual:
dv_y
ds

N

E definido como a curvatura no espaco da trajetoria da particula e k ¢ o vetor curvatura.
. 1, .

O reciproco de R = X ¢ o raio de curvatura.

Substituindo estes resultados na equagdo (31) temos as varias formas equivalentes da
aceleragao:

av_ Vv (3.9)
dt dt

d V dV 2 2
+
dt  dt

ou ainda

Lo+ 2N (3.10)

Isso significa que a acelerag¢do seguindo o movimento ¢ a soma da taxa de variagdo da
velocidade da parcela de ar e sua aceleracdo centripeta devido a curvatura da trajetoria.

Desde que a forca de Coriolis sempre atua normal & direcdo do movimento, nods
podemos escrever:

FVy Xk=—fVN 3.11)

A equagdo para o movimento horizontal pode entdo ser expandida nas equagdes
componentes para 0 movimento:
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av__1o (3.12)
dt p Os

V:? _ 1op

R = p Os

Estas equagdes expressam o equilibrio de forgas paralelas e normais a direcdo do escoamento

0 . ,
P _ 0 e a velocidade ¢ constante

A)

respectivamente. Para os movimentos paralelos as isobaras,

seguindo o movimento.

6. MOVIMENTO INERCIAL

Se existe um campo de escoamento, no qual o campo de pressdo na horizontal ¢
uniforme tal que o gradiente horizontal da pressao ¢ nulo, temos:

%+W=O (3.13)

Esta equacdo pode ser resolvida para R, dando

r=-Y

f

Desde que a velocidade ¢ constante, o raio de curvatura também ¢ constante se desprezarmos
a variagdo latitudinal de f. A parcela de ar seguird uma trajetéria circular no sentido
anticiclonico, com periodo

2y 7w

Vo Qseng

Desde que as forgas de Coriolis e Centrifuga sdo devidas a inércia do fluido, esse tipo de
movimento ¢ referido como uma oscilagao Inercial ¢ o circulo de raio R é chamado circulo de
inércia.

7. ESCOAMENTO CICLOSTROFICO
Se a escala horizontal de um distarbio ¢é bastante pequena, a for¢ca de Coriolis pode ser

desprezada em comparagao a forca do gradiente de pressdo e a forga centrifuga. O equilibrio
das forcas normais a direcdo do escoamento ¢ entdo:

= - —£ (3.14)

Resolvendo esta equacdo para V:
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P2
V= [56—”] (3.15)
p on

Que ¢ a velocidade do vento ciclostrofico, como esta indicado na figura abaixo, o escoamento
ciclostréfico pode ser ciclonico ou anticiclonico.

Figura 7 - O equilibrio de for¢as em um escoamento ciclostrofico. P representa a forca do
gradiente de pressao enquanto C, designa for¢a centrifuga.

Nos dois casos a forga do gradiente de pressao estd dirigida na dire¢do do centro de
curvatura e a forca centrifuga, para fora do centro de curvatura.

A aproximacao do equilibrio ciclostréfico € valida quando a razdo da forca centrifuga para a

de Coriolis ¢ grande. Esta razdo %R ¢ equivalente ao nimero de Rossby, R,.

8. ESCOAMENTO GRADIENTE

Quando os termos da equagdo do movimento sdo todos retidos, resulta um escoamento
chamado vento gradiente. Este escoamento ¢ o resultado do equilibrio de trés forgas, a saber,
forca de Coriolis, for¢a Centrifuga e forca gradiente de pressdo normal ao escoamento.

V.og_1o (3.16)
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PR
> Ce
¥

(b)

L; H Co ey
(d)

—
Ce ——> Ce

Figura 8 — Equilibrio de forcas em quatro tipos de escoamento gradiente no Hemisfério Norte,
(a) baixa regular, (b) alta regular, (c¢) baixa andmala, (d) alta andmala.

1" Caso

as duas raizes de V sdo:

Vi :M"'\/E e :M_\/E

2 2
2R2

em que: Q=fl——£a—p
4 P on

Desde que:

f'R’ _Eap < fiR
4 p on 2

V1 e V; sdo positivas e validas. Vi+V, = fiR e V; > V>. Mas quando 2_1) cresce V; decresce,

n

enquanto que ¥ cresce. Quando S—p =0, Vi=fiR e V,=0.
n

Entdo, V> se comporta de uma maneira fisicamente esperada, enquanto que V; , tem um
comportamento andmalo.



49

T . ~ .. A 0
R>0, implica uma circulagdo positiva, portanto um escoamento anticiclonico. P

on
implica em um crescimento da pressdo a medida que nos aproximamos do centro de alta
pressdo. Entdo, neste caso, temos dois tipos de escoamento anticiclonico.

2" Caso
r>0. 2 <0
on

Neste caso,

2 p2 %
R .y =ﬁ{f1_R_£6_P}
p on 4  pon

mas, de acordo com a equagdo acima:

1
R ’R? % R R R
SR +—f1 _Raop >f1 eszl |4 +al|l;a>0
2 4 pon 2 2 2
., .., Op .. .
portanto V><0 o que nao ¢ permitido — < 0 significa que a pressao decresce para o centro,

isto €, uma area de baixa pressao.

R>0 significa circulagdo positiva, ou seja, escoamento anticiclonico em torno de uma
area de baixa pressao, isto €, temos mais um caso de circulacdo andmala.

Embora as circulagdes desse tipo sejam permitidas pela solugcdo geral, pode-se
demonstrar que sdo instaveis no sentido de que elas desaparecem com qualquer distarbio
pequeno.

3" Caso

R<0 ¢ P59
on
Seja R= - R’ portanto, R’> 0

_ (] 2 D2 [ % _ ] 2 2 ' %
IR LR R, - [fR R
2 4 p on 2 4 p on

]
ﬁ2R12+£a_pA>f'le
4 pon| 2

resolvendo para V, obtemos:
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ViimRy=-RP
p on
2p 2
v R, |[fR" RO
2 4 pn

Nem todas as solu¢des matematicamente possiveis dessa solugdo correspondem a

solucdes fisicas possiveis desde que V deve ser real e positivo.
Podemos analisar cada caso separadamente, a partir de uma tabela onde as varias

. : 0 .
raizes da equacdo sdo analisadas de acordo com o sinade R e » para isolar as solucdes com

significado fisico.

Tabela — Raizes da equagdo para o vento gradiente, caso do Hemisfério Norte.

R>0 R>0
0 . . o . . A
ap >0 Nao permitida Raiz positiva permitida baixa andmala
0 ) . . . .. A
%p <0 Raiz positiva permitido Raiz positiva: alta andmala
escoamento regular Raiz negativa: alta regular

Um diagrama mostrando o equilibrio de for¢as para os quatro casos acima pode ser
visto na figura 1.5.

Fagamos a analise para o Hemisfério Sul :

Neste Hemisfério f =2 seno ¢ negativo porque ¢ e negativo. Podemos entdo usar

f =—f,,portanto f, é positivo para o H. Sul

fR | f’R® Rﬁp%

2 | 4 pon

V deve ser positivo, logo os valores negativos devem ser excluidos embora sejam raizes
matematicas da equagdo. Para que V seja real, devemos ter:

fR® Rop_,
4 pon
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Parte 4

CIRCULACAO E VORTICIDADE

1. INTRODUCAO

A vorticidade, que ¢ uma medida microscdpica da rotagdo de um fluido, ¢ um campo
vetorial definido como o rotacional da velocidade. Pela defini¢ao de vorticidade:

VxV=£i+nj+Ck

onde
V:Y£Z+3£1+E£z
Ox oy 0z

V=iu+jv+kw

as componentes da vorticidade sdo obtidas efetuando-se o produto vetorial:

in)/z T@+3@+E@ X(_i)u+3>V+EW) =
Ox oy 0z

ou

Fundamentalmente, a vorticidade ¢ uma extensdo do conceito de velocidade angular
de rotacdo de um corpo solido e ¢ essencialmente a velocidade angular de uma particula de
um fluido em torno de um eixo local centrado na propria particula. Os movimentos
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atmosféricos de interesse meteoroldogico sdo essencialmente horizontais (com algumas
excegdes como nos movimentos convectivos em um C, tipico, etc.) por isso, a componente
vertical da vorticidade ¢, tem maior significancia em descrever escoamentos de grande

escala. Daqui por diante quando nos referimos a vorticidade estaremos falando da
componente vertical seja relativa ou absoluta.
Para escoamento horizontal relativo a terra esférica, ¢ conveniente usar a expressao

.. o . ov Ou tan
para a vorticidade { em coordenadas curvilineas esféricas, { = = ov +u i

oy a
sdo as componentes do vento nas direcdes Leste-Oeste e Norte-Sul respectivamente e a ¢ a
distancia vertical do ponto considerado ao centro da terra. Este ultimo termo representa uma

ondeuev

« 5 L tang
correcao” quando usamos coordenadas esféricas. Contudo o termo u ¢ normalmente

a

Oov Ou , ..
uma ordem de grandeza menor que &,—. Portanto, este termo é normalmente omitido e

¢ ¢ entdo:
- -
C=k.VxV
2. VOTICIDADE EM COORDENADAS NATURAIS

A interpretacdo da vorticidade ¢ mais prontamente entendida quando a expressamos
em coordenadas naturais. Vamos considerar a defini¢do anterior,

CZE.VX\?
onde

¢ o vento em grande escala. Pode-se mostrar facilmente que k.V xV =k.V, xV dai entdo:

¢=k.V,xV
em coordenadas naturais
>0 -
Vy=1—+n—
t 0s

portanto

G=k. (Y3+Hijx?v
|\ O0s On

(;=E. (?x?ja—VJrV ?Xa—t +(Hx?ja—V+V Hxa—t
0s 0s on on
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o terceiro termo fica:

kY
on

-

ot , . .
no segundo termo, Y ¢ a curvatura no espaco, da linha de corrente que pode ser escrita
S

COmo:

o produto vetorial com t , da

- -

txk=k k—k n

R
onde consideraremos somente a contribuigdo vertical k_k .

—
N

a - - R ,
A curvatura E’ tem componentes em n e k, quando cruzados com n , ndo da

qualquer contribui¢do para a componente vertical da vorticidade.
Entao, para o escoamento horizontal esférico, obtemos:

=k, -2
on
mas, desde que k _ R ¢ oraio da curvatura
S RS > S
v ov
¢ = R ) on

S

esta ultima equacdo nos d4 uma interpretacdo simples da vorticidade relativa ¢ . v

S

representa a velocidade angular de rotacdo solida de uma particula em torno de um eixo
vertical através do centro de curvatura instantdneo. Este termo € positivo para rotacdo no
sentido contrario aos ponteiros do relogio, vista da vertical local.

O termo de cisalhamento lateral ~ o representa a velocidade angular efetiva da
n

particula fluida produzida por distor¢ao devida a diferencas de velocidade horizontal nos seus
contornos. Mais uma vez o sinal desta contribuicao ¢ determinado pelo sentido de rotagdo em
torno da vertical local. O termo descritivo “vorticidade ciclonica”, implica que a rotacao
resultante ¢ similar aquela em torno de um ciclone.

3. VORTICIDADES ABSOLUTA E RELATIVA
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As vorticidades relativa e absoluta sdo obtidas usando as velocidades relativa e
absoluta nas defini¢des anteriores. Além disso, pela defini¢do de velocidade absoluta, que &,

V, =V+Qxr

5
onde r ¢ o vetor posi¢do da particula (distancia do centro da terra a particula) temos pela

definicao de vorticidade:

VXV, =VXV4+Vx(Qxr)

desde que

Vx(Qxr1)=2Q

portanto, o vetor vorticidade absoluta ¢ igual ao vetor vorticidade relativa mais o vetor
vorticidade da terra (duas vezes a velocidade angular). Tomando o produto escalar de ambos
os lados pelo unitario K, ficamos:

N

K.VXV =k.VxV+k.20Q

€, =C+f

Note-se que desta ultima equagao, a vorticidade absoluta em qualquer ponto da terra ¢ igual a
vorticidade relativa mais duas vezes a taxa de rotagdo em torno da vertical local do ponto em
questdo. O conceito de circulagdo esta estreitamente ligado ao conceito de vorticidade e ela
tem um grande niimero de aplicagdes importantes. Por defini¢do, circulagdo ¢ a integral de
linha da componente tangencial da velocidade ao longo de um contorno fechado. Se o

—

caminho de integracao pode ser definido pelo vetor 1, podemos escrever:

C=[‘ﬂ\_)/.d_l)=[_ﬂ|\_)/]cosoc.d_l)
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por convengdo, a circulagdo ¢ tomada positiva para um circuito no sentido contrario aos

IR
ponteiros do relogio em torno de 1. A circulagdo ¢ uma medida macroscopica da rotagdo de
uma area finita de um fluido. Isto pode ser visto a partir do seguinte exemplo: Ex.: Suponha que
um disco circular de fluido, de raio r estd em rotacao solida a uma velocidade angular QO em

- - -
torno do eixo dos z’s. Neste caso, V=Qxr onde r ¢ a distdncia ao eixo de rota¢do. Entdo a
circulagdo em torno do contorno do disco ¢ dada por:

c:[]]v d1=jQr2dx
1 0
) C
C=2Qnr ou — = 2 Q
TTr

entdo, no caso de rotacdo de um corpo solido, a circulacdo por unidade de area € igual a duas
vezes a velocidade angular de rotacao.

4. TEOREMA DA CIRCULACAO

O teorema da circulagdo pode ser obtido, tomando-se a integral de linha da Segunda lei

de Newton para uma cadeia fechada de particulas do fluido. No sistema de coordenadas
absoluto, fica:

dad :/a =—aVp-V (desprezando atrito)
4.V, 47 [_fved]
Il ” dl=-[Javpd I -[[Véd1 (4.1)

d 7 - d - - - d -
L 2dl=—(V,d1)-V,—(d1
” dt( .d1) adt( )
> - o
lembrando que 1 é um vetor posi¢ao tal que —=V,
LV, 79V d1)-V 4V,
dt dt

substituindo este resultado em (1) e lembrando que a integral de linha de uma diferencial perfeita
¢ zero, tal que

fivedr =[fldp=0

e que,

55
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obtemos:
1l 4y, a1 =(flavp/di
t
ou
i[ﬂ\?a .dT :—[J‘]an.dT
dt
portanto,

d d dp
—C,. =-¢adp Também —C, 6 =-¢—
dt ° j; P da ° ﬁ

o termo do lado direito ¢ dito termo solenoidal. Para um fluido barotrépico a densidade ¢ funcao
s0 da pressao e o termo solendide ¢ zero de modo que a circulagdo absoluta ¢ conservada
seguindo o movimento. Este resultado ¢ chamado teorema da circulagdo de Kelvin. Isso ¢
analogo a conservacdo da quantidade de movimento angular da mecanica dos fluidos. Para
analise meteoroldgica, ¢ mais conveniente trabalhar com a circulagdo relativa C ao invés da
circulacao absoluta. Isto porque uma parte da circulagdao absoluta C. ¢ devida a rotacdo da terra

IR
em torno do seu eixo. Para calcular C,, aplicamos o teorema de Stokes ao vetor V., onde

- -
V.=Qxr ¢ a velocidade de rotagdo da terra. Entdo,

C.=[[Ved T =[[(VxVe)nda

mas, desde que

(Vx \H/e ).H =2Qsendp="f parametro de coriolis
entdo, a circulagdo devida a rotagdo da terra ¢
C. =2Qsen ¢gA
em que ¢ ¢ o valor médio da latitude sobre o elemento de area A. Podemos escrever entdo:

C=C,-C,=C, -20F (4.2)

na qual, F=A .sen¢ ¢é a projecdo do elemento de area A sobre o plano equatorial (ver figura
abaixo).

56
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Fig. 4.1 — Area A. subtendida sobre o plano equatorial pela area horizontal A centrada na
latitude .

diferenciando (4.2) seguindo o movimento, no teorema de Kelvin, desde que %Ca = iﬁd—p
p

temos:

para um fluido barotrépico (o primeiro termo da direita ndo aparece) essa equacdo poder ser
integrada de um estado inicial até¢ um estado final, dando:

C;-C, =-2§2(Af sen ¢, - A, sen ¢,)

essa equacdo determina que para um fluido barotrdpico a circulagdo relativa para um circuito
fechado muda se ambas area horizontal compreendida pelo circuito e latitude média mudam.

EXEMPLO:

Suponha que o ar dentro de uma regido circular de raio r = 100 km centrado no equador
estd inicialmente parado com respeito a terra. Se essa massa de ar move-se para o P6lo Norte ao
longo de uma superficie isobdrica, a circulagdo em torno da circunferéncia seria:

C=-2Qzr* (sen 7/2 -sen 0)

a velocidade tangencial média no raio de 100 km seria

57
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o sinal negativo indica que o ar adquiriu circulagdo relativa anticiclonica. Veremos a seguir o
papel desempenhado pelo termo de solendide na circulagdo. A geragcdo de circulagdo por
solendides pressao densidade pode ser efetivamente ilustrado, considerando o desenvolvimento
de uma circulagao tipo brisa do mar. O problema ¢ mostrado pela figura a seguir:

| L -
T [ 25
\—_
= ‘-“‘“—. h—‘—-““-—-‘
S
=
—_'"-._
=0
.-_"—-_
——
T em—— T i
- =
1 T| The—— e
h ‘--‘-"-—-.‘
‘-\"'--—k____--
-+
ﬁ_ﬁ,“_______ﬁ
S
‘-“--—_
—_
=
T e
_‘-_"-—_
o — Po
— — — R e
CQcean Lang

Fig. 4.2 - aplicagdo do Teorema da Circulagdo ao problema da brisa do mar.A linha sélida
fechada € o circuito em torno do qual a circulagdo ¢ avaliada. As linhas tracejadas
representam as isostéricas

A temperatura média do mar sobre o oceano ¢ mais fria do que sobre a terra. Entdo, se a
pressdo ¢ uniforme sobre o nivel do chdo, as superficies isobdricas acima do solo terdo uma
inclinagdo para baixo na dire¢do do oceano enquanto que as superficies isostéricas (isolinhas de
volume especifico) se inclinardo na dire¢do contraria. Para calcular a aceleragdo como um
resultado da intersec¢do das superficies pressdo-densidade, nds aplicamos o teorema da
circulagdo a um circuito fechado sobre um plano vertical, perpendicular a linha da costa

Substituindo a lei dos gases ideais na expressao:

d
ica:_§_p
dt p
desde que
I_RT
p P
d
—C,=—[||RTdIn
~ Co=—[JRTdInp
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avaliando esta integral para o circuito, observamos que ha contribuicdo somente nos segmentos
verticais desde que os segmentos horizontais sdo tomados a pressdo constante (as declividades
das isdbaras podem ser desprezadas, comparadas as isOsteras) a taxa de acréscimo resultante na
circulacao é:

P — —
;—tCa:R.ln (p‘:J(TZ—T])>O

fazendo Vv ser a velocidade tangencial média ao longo do circuito, encontramos que:

d_Vz R In (po/pl)(TZ _Tl)
dt 2(h+L)

Aplicacdo:
Suponha que P, = 1000 mb; P; = 900 mb; Tz -Tl =10°C; L=20 km e h = 1 km,
encontramos p aceleragao:

dv ~ (0,685 cm.s ™
dt

tal que na auséncia de forgas de atrito o vento alcancaria uma velocidade de 20 m. s ~ !

em cerca de 1 hora.

Na realidade, porém, o atrito (que € proporcional ao quadrado da velocidade do vento
rapidamente retardaria a aceleragdo e eventualmente um equilibrio seria alcangado entre a
geracdo de energia cinética pelos solenoides pressdo-densidade e dissipagdo por atrito.

5. VORTICIDADE POTENCIAL

Desde que temperatura ¢ conservada seguindo o movimento em um escoamento
adiabatico, uma parcela do fluido que se move adiabaticamente permanecera sobre a mesma
superficie de temperatura potencial.

Pode-se mostrar, usando a defini¢do de temperatura potencial que, para 6 constante,

(I-c,/cy)

pap (4.3)

conseqlientemente, a densidade ¢ uma funcdo da pressdo somente sobre uma superficie
adiabatica e o termo solenoide do teorema da circulagdo se anula

[.ﬂd?p o Eﬂdp(l_CV/°") =0 (4.4)

entdo, para movimento adiabatico, o teorema da circulacdo sobre uma superficie 6= constante,
se reduz para a mesma forma que a de um fluido barotropico,

i(C+ZQsen¢)=O (4.5)
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onde C ¢ avaliado para um circuito fechado em torno uma area A sobre uma superficie
isentropica.

Se supomos que a superficie isentropica ¢ aproximadamente horizontal, e lembramos que
a componente vertical da vorticidade relativa ¢ dada por:

. C
6 =lhm~

podemos escrever a expressdo para a integral de (4.5) e para uma parcela infinitesimal de ar,
como:

A (¢ +f)= constante (4.6)

onde f=2Qsen ¢ ¢ o parametro de Coriolis.
Vamos supor agora que a parcela de ar estd confinada entre superficies de temperatura
potencial 8 e 0  + 30 que estdo separadas pela distancia dp conforme figura abaixo:

3p

Fig. 43 — Um coluna cilindrica de ar em movimento adiabatico, conservando vorticidade

potencial
o . .
a massa da parcela M =A P deve ser conservada seguindo o movimento. Portanto
g
A= Const = Const.ﬁ
op op

desde que 660 ¢ uma constante. Substituindo IV para eliminar A e tomando o limite quando
dp =2 0, obtemos:

(C +f )% = Constante 4.7)

Essa expressao (4.7) expressa a conservagdo da vorticidade potencial em um movimento
adiabético sem atrito. O termo potencial ¢ usado, como veremos depois, em conexao com varias
outras expressdes matematicas ligeiramente diferentes. Essencialmente, a vorticidade potencial &

60



61

sempre de algum modo uma medida da razdo da vorticidade absoluta para a espessura efetiva ¢
exatamente a distncia entre duas superficies de temperatura potencial medida em unidades de
pressdo. Em um fluido incompressivel homogéneo o teorema da conservacdo da vorticidade
potencial toma uma forma mais simples. Neste caso, desde que a densidade ¢ uma constante nds
temos:

_ Const.

&z
a conservacao da vorticidade potencial ¢ uma poderosa restricdo sobre os movimentos de grande
escala na atmosfera. Isto pode ser entendido considerando-se o escoamento de ar sobre uma
barreira montanhosa.

I — para escoamento de oeste para leste

. ~ " 8, +38
M= My
8o
TR T
{a)
Y
X
(b)

Figura 4.4 — Escoamento de oeste sobre uma barreira topografica:
a) aprofundidade de uma coluna como fungao de x;
b) a trajetdria de uma parcela no plano x —y.

IT — para escoamento de leste para oeste

601‘89

N

-]
— —lw
/

L, A, A A

2

x

Figura 4.5 - escoamento de leste sobre uma barreira topografica.
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6. A EQUACAO DA VORTICIDADE

Até aqui, discutimos a evolucao no tempo da componente vertical da vorticidade para o
caso especial do escoamento adiabatico sem fric¢do. Vejamos agora como se deriva a equagao da
vorticidade usando a equagdo do movimento e sem limitar a validade para o movimento
diabatico.

Para movimentos de escala sinotica, a equagao da vorticidade pode ser obtida usando as
equagdes para a quantidade de movimento horizontal:

du - 10p
dt p Ox
(4.8)
ﬁ+fu=—l@
dt p Oy
diferenciando a componente x com respeito a y € a componente y com respeito a X, obtemos:
0(du) 0 o1
SR
oy\dt) oy dy \ p 0x
i(ﬂ}i(fu):_i 1o (4.10)
ox\dt ) ox ox \ p Oy
d 0 0 0 0 ov Ou
lembrando que —=—+u—+v—+w— eque {=—-—, temos:
dt ot ox oy 0z
0 du 0 Ou Ou du 0 Ou OV Ov 68y Oow Ou
——tU——F——+V——F+——+W —_— -
Oy ot Oy 0x 0Oy 0x 0Oy dy Oy oy 8y82 Oy 0z
_f@_vﬁ=iz_9@ (4.11)
dy Oy p Oy
0 0 0 Ov Ouov 0 Ov Ov Ov 0 Ov Ow OV
——tl— —+——F+V——F—— W ——F——
ox o0t Ox Ox OxO0x Ox0y Ox Oy 0x 0z OXx 0Oz
e 1o (4.12)
0x Ox p°0xO0y
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subtraindo (4.12) de (4.11) obtemos:

LD E )

+f(@+@j+\/£=i[@@_@@j
ox Oy dy p*loxody oyox

entdo, re-arrumando os termos, temos:

%+ua—€+v%+w%+(c+f)(%+ 6vj+

ot oOx 0Oy 0z 5
+[@@_@@j+vﬁz%£@@_aﬁ@j (4.13)
0x 0z Oy 0z oy p \0x0y Oyox

podemos usar o fato de que, como o pardmetro de Coriolis depende somente de vy,
df of
EEV— para re-agrupar os termos:

d ou ov Ow Ov Ow Ou
R i s

1 (Op Op Op Op
—2( ————— (4.14)

A equacdo (4.14) determina que a taxa de variagdo da vorticidade absoluta seguindo o
movimento ¢ dada pela soma de trés termos chamados: termo da divergéncia, termo de twisting
ou tilting e termo solenoidal, respectivamente.

7. ANALISE DOS TERMOS

O primeiro termo da direita representa a geracdo de vorticidade pela divergéncia
horizontal do vento. Se ha divergéncia horizontal positiva, a area circundada por uma cadeia de
particulas do fluido aumentard com o tempo; se a circulacdo for conservada, a vorticidade
absoluta média, do fluido interior deve decrescer. Este mecanismo ¢ muito importante nos
distarbios de escala sinoética.

O segundo termo da direita representa vorticidade vertical que é gerada por “tilting” ou
“twisting“ das componentes horizontalmente orientadas da vorticidade por um campo de
velocidade vertical ndo uniforme, ver figura a seguir.
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Fig. 8 - geracdo de vorticidade pelo tilting de um tubo de vortice horizontal (dupla seta)

O terceiro termo é exatamente o equivalente microscopico do termo de solendide no
teorema da circulagdo. Podemos ver isto, aplicando o teorema de Stokes ao termo solenoidal
(equagdo de conservagdo da circulagdo absoluta) para dar:

—adp=—flavpd1 = [[Vx(Vp).kdA (4.15)
Jrodp=—] Jvx(vp)

onde A ¢ uma area horizontal circundada pelo circuito 1. Aplicando a identidade vetorial
V x ((pr)E Va xVp, vemos que:

fadp=—[[(VaxVp).kda (4.16)

mas o termo solenoidal pode ser escrito:

dodp _ Ja 0p :—E.(Vapr) (4.17)
0x 0y 0Oy 0x

comparando os lados direitos desta expressdo e da expressdo anterior, vemos que o termo
solenoidal na equagdo da vorticidade ¢ exatamente o limite do termo solenoidal no teorema da
circulacdo dividido pela 4rea quando essa area tende para zero.

8. ANALISE DE ESCALA DA EQUACAO DA VORTICIDADE

A andlise de escala tem por finalidade, a simplificacdo das equacdes que regem o
comportamento da atmosfera por eliminar os termos de menor importancia das equagoes.

Para escalar a equagdo da vorticidade escolhemos escalas caracteristicas para o campo
das variaveis, baseados em valores tipicos observados para movimentos de escala sindtica como
segue:
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U ~ 10°cms ™! escala caracteristica para velocidade horizontal
w ~ lems™! escala caracteristica para velocidade vertical
L ~ 10%cm escala caracteristica para comprimento
H ~ 10°cm escala caracteristica para profundidade
op ~ 10*dyn.cm ?  escala caracteristica para flutuagdes horizontais da pressio
op/p ~ 0.02 escala caracteristica para flutuagdo na densidade fracional
LU ~ 10°s escala caracteristica para de tempo
fo ~ 107 %s ! escala caracteristica para o parametro de Coriolis
df 13 -1 g A
v =B ~ 10" cms escala caracteristica para parametro beta
Y

Escolhemos uma escala de tempo advectiva porque a vorticidade tem trajetéria como a
pressdo, tende a se mover a uma velocidade comparavel a velocidade horizontal do vento.
Usando estas escalas para avaliar as ordens de grandeza dos termos, notamos que:

C:a_v_a_u<g 10 5!
ox 0y - L

comparada com o parametro de Coriolis, nés obtemos:

tal que para sistema sinoticos nas médias latitudes, a vorticidade relativa ¢ pequena comparada a
vorticidade da terra. Portanto no termo da divergéncia,  é comparado a f:

(C+f) 8_u+8_v ~f 8_u+8_v
ox Oy ox Oy

As ordens de grandeza nos varios termos na equagdo da vorticidade sdo as seguintes:
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o o0 oL U’

=y, y —= 1010 g2
ot’ ox’ ot L2
5_C_,~UW ~10-11S-2

0z LH
vi~Uﬁ~lO'ms'2

dy

f U
fa—qua—V <2 10 02
ox oy ) -~ 2

ow Ov 0w Ou WU 1 -2

— - ——|<—~10 s

0x 0z 0Oy 0z )- HL

SN (IR T BT P ST N
p 0x 0y Oy 0x )-p° L

O simbolo < ¢ usado para os ultimos trés termos porque em cada caso, ¢ possivel que as
duas partes da expressdo possa ser parcialmente cancelada tal que a ordem de grandeza real seja
menor que a indicada. De fato, comparando as magnitudes dos varios termos, nds vemos que

isto deve ser verdadeiro para o termo da divergéncia, porque se a—e— ndo fossem
X

aproximadamente iguais e opostos, o termo da divergéncia seria uma ordem de magnitude
maior do que qualquer outro termo e a equagdo poderia ndo ser satisfeita. Conseqiientemente,
analise de escala da equacao da vorticidade indica que movimentos de escala sindtica devem ser
quase ndo-divergentes. Ou seja, que o termo da divergéncia ¢ pequeno bastante para ser
balanceado pelos termos de advecgao de vorticidade, como vemos:

(@+%j <10°s™

Ox

tal que a divergéncia horizontal deve ser pequena comparada a vorticidade nos sistemas
de escala sinotica.

Mantendo agora somente os termos da ordem de 10 ' s "*na equacdo da vorticidade,
nds obtemos como uma primeira aproximacao para movimentos de escala sindtica

d, ou Ov
—C+N=—f| —+— 4.18
dt(( f) f(ax ay} (4.18)
onde
d, © 0
=—4tu—+v—

dt ot ox oy

Essa equagdo determina que, como uma primeira aproximacao, a taxa de variacao de
vorticidade absoluta seguindo o movimento ¢ inteiramente devida ao efeito da divergéncia. Esta

66



67

aproximacao falha, entretanto, nas vizinhangas de frentes. A escala horizontal de variacdo nas

zonas frontais ¢ somente ~ 100 km e, para esta escala a advecg¢do vertical, tilting e solenoidal sdo
termos que se tornam grandes tanto quanto a divergéncia.

9. SIMPLIFICACOES DA EQUACAO DA VORTICIDADE

Se tivéssemos expressado nossas equagdes para as componentes u € v em coordenadas (X,
y, p, t), obteriamos a equacao da vorticidade nesse sistema:

%%:-VHV%Q+ﬂ-m§%-@+¢)VJV+§E§9-§K§9 (4.19)

onde

L=K.(VxV)

Além disso todas derivadas horizontais foram avaliadas a pressdo constante. Os termos
em XIX lidos na ordem da direita para esquerda sao:

I — taxa local de variagdo da vorticidade relativa
I - advecg¢do horizontal de vorticidade absoluta
III — adveccao vertical de vorticidade relativa

IV — termo da divergéncia

V - termo de twisting ou tilting

A partir da analise da escala ja mostrada, podemos simplificar a equagdo da vorticidade
para movimentos de escala sindtica e nas médias latitudes:

I - desprezando os termos de advecgdo vertical e de twisting
IT - desprezando C comparado a f no termo da divergéncia
I1

— aproximando a velocidade horizontal pelo vento geostrofico no termo de advecgao
IV — substituindo a vorticidade relativa pelo seu valor geostrofico.

Para mais simplificacdo podemos expandir o parametro de Coriolis em uma série de Taylor em
torno da latitude: ¢ :

df 2
f=f + v oo .Y +termos de 2° e 3% ordens (4.20)
y

df
como (d—j o, = parmetro de Rossbye y = 0em ¢ = ¢, £ =f, + By
y

Fazendo L = escala latitudinal dos movimentos, a razdo dos dois primeiros termos da
expressao €:

L
-%wffﬁ;- (4.21)

, sinda
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Portanto, desde que a escala latitudinal ¢ pequena comparada ao raio da terra (L << 1)
a

nés podemos usar o parametro de Coriolis como tendo um valor constante f , exceto onde ele

. . . df . .
aparece diferenciado no termo de adveccdo onde (coscl)d—EB ) € suposto constante. Esta
y

aproximacao ¢ geralmente referida como “aproximacao do plano beta”.

Agora aplicando todas essas aproximagdes, nds obtemos a equagdo da vorticidade quase-
geostrofica:

oc,
ot

=V, V(G )£, V.V (4.22)

onde

§g=V2% e Vg=kXV%

e sdo avaliados considerando o pardmetro de Coriolis constante f_.
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