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Apresentagdo

Este trabalho representa uma primeira tentativa de se produzir um texto em
portugués que venha a servir de guia para as aulas de Meteorologia Dindmica 11 tal como
estd previsto no elenco de disciplinas do Curso de Graduacdo em Meteorologia da recém
criada UFCG. Ele foi produzido a partir das notas de aula preparadas pelo autor e estd
inteiramente baseado no livro “ An introduction to Dynamic Meteorology “ do autor
James R, Holton. Evidentemente, todas as contribuicées para corre¢do do texto sdo bem
vindas e com isso espera-se que no futuro, apos o retorno dos interessados e usudrios, sejam
estudantes ou professores que se disponham a usa-lo, talvez transformar o rascunho em

um texto final.
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A CAMADA LIMITE PLANETARIA

1. INTRODUCAO

Em todas as discussdes precedentes que o livro texto apresenta sobre os campos do
escoamento de grande escala, foram desprezados os efeitos da difusdo de momentum e
calor. Isto foi justificado, com base em andlise de escala das equagdes do movimento.
Entretanto, proximo a superficie, fortes cisalhamentos do vento e o aquecimento do solo,
continuamente favorecem o desenvolvimento de vortices turbulentos (“eddies”). Estes

“eddies” sdo agentes misturadores muito eficientes que servem para transferir calor e



umidade na vertical, para cima da superficie da terra ¢ momentum na horizontal, ao longo
da superficie, a uma taxa de muitas ordens de grandeza mais rapidas que a taxa de mistura
para a difusd@o molecular. Este transporte turbulento tem uma influéncia apreciavel sobre os
movimentos dentro de uma camada, que ¢ chamada de Camada Limite Planetaria, cuja
profundidade pode variar entre 30 m sob condi¢des de grande estabilidade, até mais de
3000 m em condi¢des altamente convectivas. Para condi¢des intermediarias, nas latitudes
médias, a camada limite planetaria estende-se através do primeiro quildémetro da atmosfera
e contém cerca de 10% de sua massa.

Em uma atmosfera estaticamente estavel, a mistura turbulenta na camada limite é
gerada principalmente pela instabilidade dinamica devida aos cisalhamentos verticais muito
fortes do vento proximo ao solo. Entdo, a mistura turbulenta ¢ for¢ada mecanicamente e
ndo termicamente.

Usualmente, divide-se a camada limite planetaria em duas subcamadas; a camada
superficial e a camada de Ekman. A primeira, que esta confinada nos primeiros metros da
atmosfera, ¢ uma camada na qual o perfil de velocidades, esta ajustado de tal modo que o
“stress” devido ao atrito horizontal, ¢ aproximadamente independente da altura. A camada
de Ekman, que se estende desde o topo da camada superficial até a altura de 1 km, ¢ uma
camada na qual existe um equilibrio entre trés forcas: gradiente da pressdao, Coriolis e
viscosidade. Devido ao fato de que, a camada limite planetaria ser uma camada turbulenta,
uma teoria matematica rigorosa para a estrutura do campo de velocidades nesta camada

ainda ndo ¢ possivel.

2. A TEORIA DO COMPRIMENTO DE MISTURA (The mixing lenght theory)

O conceito de um coeficiente de viscosidade turbulenta foi apresentado pelo fluido
dinamicista noruegués L. Prandtl, que deixou uma base teodrica para estimar a magnitude
da viscosidade turbulenta. A idéia basica de Prandtl era de que o transporte de momentum
dos movimentos turbulentos de pequena escala, podem ser parametrizados em termos do

escoamento médio de grande escala. Para se entender a base desta parametrizacdo, deve-se



primeiro considerar o desvio nas equagdes do escoamento médio para um fluido turbulento.
Em um fluido desse tipo, a velocidade medida em um ponto, geralmente flutua rapidamente
no tempo, a medida que “’eddies” de varias escalas passam pelo ponto. Para que nossas
medidas da velocidade sejam verdadeiramente representativas do escoamento de grande
escala, torna-se necessario entdo, que se tome média do escoamento sobre um intervalo de
tempo longo o bastante para “filtrar” as flutuagdes turbulentas mas, ainda pequeno o
suficiente para preservar caracteristicas do campo do escoamento médio.

Para fazer isto, usamos paréntesis angulosos (angle brackets) para definir a
velocidade média <u> como média no tempo em um dado ponto. A velocidade instantanea
sera entdo, u = <u>+u’ onde uw’ ¢ o desvio a partir da média no tempo. O u’ estd, entdo
associado, com os “eddies” turbulentos.

Agora, aplica-se isso as equagdes do movimento horizontal:

@+u@+v%+w%—ﬁ/=—la—p (I.1)
o o&x oy Oz p Ox
@+u@+v@+w@+ﬁt:—la—p (1.2)
o ox z yolo)%

usando também a equacao da continuidade,

Py (2

0
PP ay(ﬂ")ﬁLg(PW):O (1.3)

o sistema de equagdes de (1) a (3) pode ser escrito de uma forma mais conveniente aos
nossos propodsitos, multiplicando-se a equagdo (1) por p e a equagado (3) por u e em seguida,
somando-se as equacdes resultantes, obtendo-se :

0
y

(1.4)

2
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Esta ¢ a equagdo do momentum na dire¢do x, na forma de fluxo. De uma forma anéloga,

pode-se obter a equagao para a dire¢do y:

d d 0, ,, . 0 p
— +— +— +— + =——
Py (pv) o~ (puv ) 5 (pv7) . (pvw) + f pu o 03

agora, substitui-se as velocidades instantaneas u, v e w , pela soma de seus valores médios
mais os desvios,

u=<uw>+uw ; v=<v>+v’ ¢ w=<w>+w com p=<p>. (1.6)

Desprezamos pequenas flutuagdes na densidade associadas com a turbuléncia, das
equagdes resultantes podem ser tomadas as médias no tempo para se conseguir uma
parti¢do mais simples do escoamento entre os campos do escoamento médio e turbulento.
Entdo por exemplo, o termo puw se torna,

<puw>= p<(<u> + u’)(<w> + w’)> = p<u><w>+ p<u’w’>
onde termos tais como < <u> wW’> e <u’<w>> se anulam porque <u> e <w> sdo
constantes sobre o intervalo de mediagao tal que, por exemplo, < <u>w’> = <u><w’>=(
desde que <w’>=0.

Efetuando-se este processo para todos os termos das equacdes (4) e (5), obtém-se

com a ajuda da equacao da continuidade,

a<u>+<u>a<u>+<v>a<u>+<w>a<u>_f<v>=_La<p>
ot 0x 0y oz p Ox
(1.7)
L i(p<u'u'>)+i(p<u'v'>)+i(p<u'w'>)
p| Ox o0y 0z
6<v>+<u>6<v>+<v>8<v>+<w>6<v>+f<u>:_L6<p>
ot 0x oy 0z p Oy (1.8)

L i(,0<u 'v'>)+i(p<v'v'>)+i(p<v'w'>)
p| Ox oy oz



Os termos entre os colchetes no lado direito das equagdes (7) e (8) , os quais dependem das
flutuagdes turbulentas, sdo chamados de termos do stress turbulento (do inglés eddy stress
terms). Na teoria do comprimento de mistura, estes termos sdo parametrizados em funcao
do campo médio das variaveis, supondo-se que o stress turbulento (eddy stress) ¢
proporcional ao gradiente do vento médio. Desde que estamos primariamente interessados
na camada limite planetaria, onde os gradientes verticais sdo muito maiores do que os
gradientes horizontais, a discussdo sera limitada aos termos do stress turbulento na vertical.
De acordo com a hipotese do comprimento de mistura, uma parcela de fluido que ¢
deslocada verticalmente, deslocara a velocidade média horizontal de seu nivel original de
uma distancia caracteristica 1’ analoga ao livre caminho médio na teoria da viscosidade
molecular. Este deslocamento criard uma flutuacao turbulenta cuja magnitude dependera de
1’ e do cisalhamento da velocidade média.

Entdo, por exemplo,

0z

onde deve ser entendido que I’ > 0 para deslocamentos da parcela para cima e 1’< 0 para
deslocamentos para baixo. O eddy stress vertical - p < u’w’ >, pode entdo ser escrito

como,

—,0<u'w'>=p<w’l'>6;—”> (1.9)
z

Para se estimar w’ em termos dos campos médios supde-se que a estabilidade vertical da
atmosfera ¢ aproximadamente neutra, tal que os efeitos de buoyancy sdo pequenos. A
escala horizontal dos eddies deveria ser entdo comparavel a escala vertical, tal que | w’| ~ |
V’ | e poderia ser posto que,

o<V >
w1 S
0z

na qual V' e <V > representam as partes média e turbulenta do campo de velocidade

horizontal, respectivamente. Aqui o valor absoluto do gradiente da velocidade média ¢



necessario porque, se I’ > 0 devemos ter w’ > 0, que ¢ deslocamento da parcela para cima

pelas flutuagdes do stress. Entdo, o stress turbulento pode ser escrito como,

—p<u'w'>:p<l'2>|8<V>|a<u>:Aza<u> (1.10)
0z 0z 0z

onde

AZEP<I'2 >|&|
0z

¢ chamado o coeficiente de troca turbulento.

Da mesma maneira, pode-se mostrar que o stress turbulento vertical devido ao movimento

na direcdo y pode ser escrito,

o<v>
oz

—p<V'w>=A4

Na camada limite planetaria ¢ usualmente suposto que o A, depende somente da distancia

a partir da superficie.

3. EQUACOES PARA A CAMADA LIMITE PLANETARIA

Se os termos do eddy stress horizontal nas equacdes (7) e (8) sdo desprezados e o stress
vertical € reescrito, colocando-se,

T,=—p<u'w'>,7, =-p<v'w>
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as equagdes para o escoamento médio se tornam,

o, ou, ou Ou_ o __10p 107, (1.11)
ot ox Oy oz poOx p Oz

0
@+u@+v@+w@+ﬁt=—ia—p+l i (1.12)
o ox Oy 0z poy p Oz

onde os paréntesis angulosos foram omitidos desde que todas as varaveis dependentes
sao médias no tempo. Para movimentos de escala sinotica nas médias latitudes, mostra-
se que os termos de aceleragdo du/dt e dv/dt nas equagdes (11) e (12) sdo pequenos
quando comparados com os termos das forcas de Coriolis e do gradiente da pressao.
Além do mais, fora da camada limite, a primeira aproximagao ¢ de que o escoamento
estd em equilibrio geostrofico. Na camada limite, os termos de aceleragdo ainda sdo
pequenos comparados aos termos de Coriolis e gradiente da pressdao. Entdo, como uma
primeira aproximagdo para a camada limite planetaria, as equagdes expressam um
equilibrio a trés forcas entre a for¢a de Coriolis, a for¢a do gradiente da pressdo e a

for¢a de viscosidade:

_pe_tP O (1.13)
pox oz\ p

tfymet P O[T (1.14)
poy oz\ p

aqui foi suposto que as variacdes na densidade p sdo pequenas dentro da camada

limite.

4. A CAMADA SUPERFICIAL

11



Para simplificar, pode-se supor que o escoamento proximo ao chao estd dirigido em

uma dire¢do paralela ao eixo dos x. O stress da superficie dividido pela densidade pode

entdo ser escrito em termos da velocidade de fricgdo U+ a qual ¢ definida pela

identidade  u. E[T—X] na qual o subscrito s indica que este termo ¢ um valor a
P Js

superficie. Medidas indicam que o stress superficial na atmosfera, tem um valor tipico

de 1, =0.1 N.m? . Entdo,

[ij ~0.1m*s™ e ul~03ms".
P

De acordo com a andlise de escala, os termos da forca de Coriolis e da for¢a do
gradiente da pressdo tem magnitudes em torno de 10° m.s nas latitudes médias. Entdo

se estes dois termos precisam equilibrar o termo do stress turbulento, ¢ necessario que,

Mg 1023m s

Logo, para Az =10 m, A(z‘x / p) <102 m”s? . Entdo, a variagdo no stress turbulento
dentro da camada que contém os primeiros 10m da atmosfera ¢ menor que 10% do
valor do stress a superficie. Como uma primeira aproximacdo, ¢ entdo permissivel
supor, que nos primeiros metros da baixa atmosfera, o stress permanece constante e
com seu valor da superficie:

. Aou ,

==, (1.15)

p poz
onde o stress superficial foi parametrizado em termos do coeficiente de troca
turbulenta A definido pela equacdo (10). Na obtencdo de A, foi suposto que as

escalas horizontal e vertical dos eddies eram aproximadamente iguais. Proximo a

superficie, a escala vertical dos eddies ¢ limitada pela distdncia a esta. Entdo, uma

12



escolha logica para o comprimento de mistura I’ é que I’= K,z onde k ¢ uma
constante. Portanto, temos que:

K=<I">0<V>/oz|.
substituindo esta expressdo acima para 4. na equagdo (15) e extraindo a raiz quadrada

do resultado, encontra-se,

Ou_u
0z kz

Integrando com respeito a z , leva ao perfil logaritmico do vento

U, z
=—In| — 1.16
u . n[ZO] ( )

naqual z, ¢ o comprimento da rugosidade, ¢ uma constante de integragao escolhida
talque wu=0emz=12z, . A constante k na equagao (16) ¢ uma constante universal
chamada constante de von Karmam que tem um valor determinado experimentalmente
de k 2 0.4 . O comprimento da rugosidade z , varia largamente dependendo das
caracteristicas fisicas da superficie. Tipicamente para campos gramados, seus valores

estdo em torno de 1 a 4 centimetros.

5. A CAMADA DE EKMAN

Acima da camada superficial, a estrutura da camada limite ¢ determinada pelas
equacdes (13) e (14). Observagdes indicam que nesta regido, a escala caracteristica dos
eddies turbulentos ndo ¢ simplesmente proporcional a distancia a partir do solo, mas tende a
ser aproximadamente constante com a altura. Entdo, de modo a simplificar a discussao,

introduzimos um coeficiente de viscosidade turbulento K =A_/p que pode ser suposto

constante com a altura. Neste caso, as equacdes para a camada turbulenta de Ekman se

13



tornam exatamente iguais as equagdes para o escoamento laminar porém com o coeficiente
de viscosidade turbulenta K substituindo o coeficiente de viscosidade cinematica
molecular.

Introduzindo a parametrizagao da viscosidade turbulenta (15) em (13) e uma expressao

analoga em (14) obtém-se como equacdes aproximadas para a camada limite planetéria,

2
K2—+f(v v,)=0 (1.17)
82
K——f(u u,)=0 (1.18)
nas quais foram usadas as definigoes,
1 dp 1 dp

u - v, =E——7

T pfay’ ¢ pfox

As equacgdes para a camada de Ekman (17) e (18) podem ser resolvidas para determinar o
desvio do campo dos ventos a partir do equilibrio geostrofico na camada limite. Para
manter a analise a mais simples possivel, vamos supor que as equagoes (17) e (18), com o
K = constante, se aplicam a toda a camada limite, sem considerar a camada superficial. As
condi¢des de contorno sobre u e v precisam que ambas as componentes da velocidade se

anulem sobre o solo e tendam para seus valores geostroficos, bem acima do chao:

u=0, v=0em z 20
u >u, v>v, amedidaque z > . (1.19)

Para resolver as equacdes (17) e (18), € conveniente primeiro multiplicar a segunda

equacdo por i=+/—1 e adicionar o resultado a primeira, para obter uma equagdo de

segunda ordem na velocidade complexa u +iv :

2

K—z(u+iv)—f(u+iv)=—if(ug+ivg) (1.20)

oz
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Por simplicidade, supomos que o vento geostroéfico ¢ independente da altura e que o
escoamento esta orientado tal que o vento geostrofico € inteiramente zonal (vg = 0). Entdo,

a solucdo geral da equacao (20) pode ser escrita como:
u+iv= Aexp[(if/K)”2 z} JrBexp[—(if/K)l/2 z}+ug

Pode ser mostrado que Ji= (1+1)/ J2 . Usando esta relacdo e aplicando as condigdes de

contorno (19), encontramos que para o Hemisfério Norte, onde f>0, A=0eB=-u,.
Entao,

. —y(1+i)z
ut+iv=-ue”’ +u,
naqual, y=(f/2K)".

—i6 .
Aplicando a formula de Euler, € Y =cosl —isenl . separando a parte real da

parte imaginaria, obtemos, para o Hemisfério Norte,

u=u,(l-e”’ cosyz)
(1.21)

— -rz
v=u.e "senyz

Esta solucdo ¢ a famosa espiral de Ekman denominada assim em homenagem ao
oceandgrafo sueco V. W. Ekman, quem primeiro obteve uma solucdo andloga para as
correntes superficiais forgadas pelo vento nos oceanos. A estrutura desta solu¢do pode ser

melhor ilustrada pelo hodoégrafo mostrado na figura 1.1, abaixo.

15
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Figura 1.1 — Hoddgrafo da solug@o espiral de Ekman. Os pontos marcados sobre a curva,

sdo valores de yz, que ¢ uma medida adimensional da altura.

Nesta figura, as componentes da velocidade do vento sdo plotadas como uma fungdo da
altura. Entdo, os pontos sobre a curva correspondem a u ¢ v na equagao (21) para valores de

yz aumentando a medida que uma particula se afasta da origem ao longo da espiral. Pode
ser visto a partir da figura 1.1 que quando z=— , o vento ¢ paralelo ao vento geostrofico

embora ligeiramente maior em magnitude. Convenciona-se designar este nivel como o topo
da camada limite planetaria (nivel do vento gradiente, para os meteorologistas sin6ticos).

Entdo, a profundidade da camada de Ekman é:

(1.22)

Observagdes indicam que o vento se aproxima de seu valor geostréfico a altura de cerca de
1 km acima do solo. Substituindo esse valor em D, = 1 km e f= 10" na equagio (22),
pode-se resolver para a viscosidade turbulenta K. O resultado ¢ que K = 5 m* s™ .
Voltando a equagdo (10), vemos que K =</" >|0 <V >/dz|. Entlo, se o cisalhamento do
vento médio for da ordem de 5m s km™, o comprimento de mistura /' deve ser de 30 m

2 . . - : )
para que K = 5 m” s”. Entdo o comprimento de mistura ¢ pequeno comparado ‘a

16



profundidade da camada limite, como deve ser se o conceito de comprimento de mistura ¢
usavel. Qualitativamente a caracteristica mais notavel da solu¢do da camada de Ekman é o
fato de que o vento na camada limite tem uma componente dirigida na dire¢do da baixa
pressdo. Este ¢ um resultado direto do equilibrio das trés forgas, gradiente da pressdo,

Coriolis e forga viscosa, como ilustrado na figura 1.2 abaixo.

X o-23p

p-3p
r
Ca

Figura 1.2 — Equilibrio de forcas dentro da camada limite planetaria no H. Norte,
mostrando que o escoamento tem componente na direcdo da baixa pressao.

r

Desde que a forga de Coriolis ¢ sempre normal a velocidade e a forga friccional é&,
principalmente, uma for¢a retardadora, sua soma pode somente balancear a for¢a do
gradiente da pressdo, se o vento estd dirigido na direcdo das baixas pressoes, ou seja, a
direita do vento geostrofico no H. Norte. Conseqilientemente, ¢ facil de ver que a medida
que a forga friccional aumenta, o angulo de cruzamento com as isdbaras deve aumentar. A
camada Ekman ideal descrita nesta sec¢do, se existir, ¢ raramente observada na camada
limite atmosférica parcialmente porque, como ja foi citado, o coeficiente de mistura
turbulenta deve variar rapidamente com a altura proximo ao solo. Em outras palavras, a
solucdo da camada de Ekman ¢ aplicavel somente acima da camada superficial. Entdo, uma
representagdo mais satisfatoria para a camada limite planetaria pode ser obtida pela
combinagdo do perfil logaritmico da camada superficial com a espiral de Ekman.

Novamente, trataremos o coeficiente de viscosidade turbulenta como uma constante, porém

17



2
agora aplicaremos a relagdo, K F(u +iv)— f(u+iv)=—if (u, +iv,)  somente para a
z

regido acima da camada superficial. Portanto, em lugar da condi¢do de contorno inferior
anterior (u + iv = 0 ), devemos tomar, u+iv=Cye” na qual C, é a magnitude da
velocidade do vento no topo da camada superficial, geralmente tomado como o nivel
convencional do anemdémetro (10m) e o alfa ¢ o angulo entre o vento e as isdbaras na
camada superficial. Para determinar a constante C, , uma segunda condi¢do de contorno

torna-se necessaria na base da camada superficial. A partir do perfil logaritmico, vemos

U,
k2

que, na camada superficial, ou/0z =—-/[z/In(z/z,)] com uma expressdo semelhante para

a componente v . Entdo, o casamento da solucdo da camada de Ekman com a solug¢do da
superficial requer que devamos ter no topo da camada superficial (agora a base da camada

de Ekman)
u+iv=C£(u+iv) (1.24)
0z

em que C ¢ uma constante real.

Por uma questdo de conveniéncia, facamos z = 0 designar a base da camada espiral.

Entdo, usando a relagdo u+iv=Cye , mais a condigdo que u+iv—>u . bara z—>o,

a solucdo da equacgao (20) pode ser escrita como:
u+iv= (Coei“ —ug)e’(l”)” +tu, (1.25)
substituindo esta solu¢do na condi¢do (24) e igualando as partes real e imaginaria, pode-se

obter:

C, cosa =yC[C,(sena—cosa)+u,]

Cysena = yC[-C,(sena +cosa) +u,]

eliminando C, achamos que C, =u,(cosa —sena) e desse modo, a solugdo (25) se torna

18



u+iv=u, +~2.u gsena.e_(”i)y zrilar(Gr/d)]

tal que as componentes do espiral no Hemisfério Norte sao :

u=u,l- V2.senae cos(yz—a+m/4)]
(1.26)

v=u2.sena.e“sen(yz—a+mx/4)

para o qual espiral modificado (26) se reduz ao espiral classico de Ekman (21).
O angulo a que o vento a superficie faz com as isobaras ¢ um parametro que, a exemplo do
coeficiente de viscosidade turbulenta, deve ser escolhido de modo a dar o melhor ajuste as

observagoes. Para perfis tipicos do vento, a =m /8§ .

6. CIRCULACAO SECUNDARIA E “SPIN DOWN”

Na solugao idealizada do espiral dada por (21), a componente v do vento multiplicada por p
da o transporte de massa que cruza as isObaras por unidade de drea em qualquer nivel da
camada limite. Entdo, o transporte liquido (saldo) de massa na dire¢do das pressdes mais
baixas na camada de Ekman para uma coluna de largura unitaria se estendendo

verticalmente na camada inteira, é:
_ _ —-nz/D, Tz
M = I pvdz —I pue sen;dz (1.27)

desprezando as variagdes locais da densidade dentro da camada limite, a equacdao da

continuidade de massa pode ser escrita:
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0 0 0
E(PW) ——a(/?u)—a(/?v) (1.28)

integrando a equagdo (28) na profundidade da camada limite, encontramos que

D,

¢ 0 0
(pW)y, =— j [5<pu>+5(pv)]dz

para obter esta relacao foi suposto que o nivel do chdo étal que w=0 em z=0.
Usando-se as relagdes dadas em (21) podemos re-escrever esta expressao para o fluxo de
massa na vertical no topo da camada de Ekman, onde novamente ¢ suposto que v, = 0, tal
que u, ¢ independente de x,

(pw) ——QT u e_”%)fsenﬂdz (1.29)
p De ay . p g D .

e

comparando a equagdo (29) com a (28) vemos que o fluxo vertical de massa no topo da

camada limite ¢ igual a convergéncia horizontal de massa dentro da camada limite

L . oM .
planetaria, que ¢ simplesmente . no exemplo acima.
y

Notando que - p “=¢, ¢ exatamente a vorticidade geostrofica neste caso, teremos apos
v

integrar a equacao (29),

] T
Wy, =§g|1%f|4 com  De=" (1.30)
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Na qual foi desprezado a variagdo da densidade com a altura na camada limite, assim como

também, foi suposto que 1+e” =1 (o valor absoluto ¢ usado para que a formula seja
valida em ambos os hemisférios da terra). Entdo, obtemos a importante relagdo que a
velocidade vertical no topo da camada limite planetaria é proporcional a vorticidade
geostrofica. Deste modo o efeito do atrito dentro da camada limite ¢ comunicado
diretamente a atmosfera livre através de uma circulagao secundaria forgada mais pelo atrito
do que pelos processos mais lentos da difusdo viscosa. Para um sistema tipico da escala
sinotica, com (g ~ 10° s ,f ~10* s' eD. ~1,km a velocidade vertical dada por (30)

¢ da ordem de alguns décimos de centimetros por segundo.

O efeito “spin down “ ¢ também importante na atmosfera. Ele ¢ mais facilmente ilustrado
no caso de uma atmosfera barotrépica. Como ja foi mostrado antes, para movimentos de

escala sindtica, a equacao da vorticidade pode ser escrita aproximadamente como,

d ou oOv ow
E(§+f)——f[a+5J—fg (1.31)

na qual foi desprezada a vorticidade relativa ( quando comparada ao f no termo da
divergéncia. Desprezando a variacao latitudinal de f vamos avaliar a integral dada por (31)

do topo da camada limite onde z = D, até a tropopausa, onde z=H :

H w(H)

j%dz= [ aw (1.32)
D,

supondo que w =0 em z = H e que a vorticidade pode ser aproximada pelo seu valor
geostrofico (que € no caso barotropico independente da altura) obtém-se, a partir da
equagao (32)

dé/g — _f W
dt (H-D,)

(D,)

substituindo a partir de (30) e notando que H » D, obtemos uma equacao diferencial para

a dependéncia no tempo de G, :
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9, .| K 14 Z, (1.33)

dt 2H?

esta equagdo pode ser integrada no tempo para dar:

£, =£.(0) exp{—|2ﬂ<7|% i (134)

na qual, ¢ (0) € o valor da vorticidade geostrofica no tempo t = 0. A partir de (34) vé-se
. 2y -
que, pode-se definir um tempo 7,=H |—|? como o tempo que leva um vortice

barotropico de altura H para “spin down “ de €' de seu valor original (esta escala de
tempo ‘“‘e-folding” ¢ conhecida como spin-down time ). Usando valores tipicos para os
parametros, encontra-se que : H=10km, f = 10* s' eK=10m’s" , encontramos que
T. ~ 4 dias. Entdo, para disturbios de escala sindtica nas latitudes médias em uma
atmosfera barotropica, o tempo de spin-down caracteristico ¢ da ordem de uns poucos dias.
Esta escala de tempo de decaimento deve ser comparada a escala de tempo para a difusao
viscosa. Pode ser mostrado que o tempo para a difusdo turbilhonaria (eddy diffusion)
penetrar em uma profundidade H é da ordem de tq ~ H*/ K que para os valores usados
acima produzem 14 = 100 dias. Desse modo, o processo spin-down ¢ um mecanismo
muito mais efetivo para destruir vorticidade em uma atmosfera em rotacao que a difusdo

turbulenta ( eddy diffusion). Isto pode ser visto na figura abaixo.
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Figura 1.3 - Linhas de corrente para a circulagdo secundaria forcada pela convergéncia
friccional na camada limite planetdria para um vortice ciclonico em uma
atmosfera baroclinica estavelmente estratificada.
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2° Parte - A DINAMICA DOS MOVIMENTOS DE ESCALA SINOTICA NAS LATITUDES MEDIAS

1. INTRODUCAO

r

Uma finalidade principal da meteorologia dindmica ¢ interpretar a estrutura
observada dos movimentos atmosféricos em grande escala, em termos das leis fisicas que
regem os movimentos. Ao aplicarmos estas leis aos movimentos atmosféricos, tivemos que
fazer sérias restri¢des, por exemplo, a0 movimento horizontal quando da aplicacdo das leis
de Newton, ao movimento vertical ao aplicarmos a lei de conservagao da massa etc... de
modo que essas leis sozinhas nao sdo suficientes para definirem completamente os
movimentos atmosféricos. Entdo, devemos acrescentar a essas duas, a lei de conservagao da
energia. Podemos mostrar simplesmente a partir de consideracdes de escala que estas leis
citadas acima, restringem os movimentos (disturbios) em escala sinoética, tal que, como uma
boa aproximagdo, o campo de velocidade tridimensional pode ser determinado unicamente
pelo campo do geopotencial.

Discutiremos inicialmente a estrutura observada dos sistemas sindticos nas médias
latitudes e as circulagdes médias nas quais estdo incluidos. Desenvolveremos duas equagdes
diagnostico; a equacdo de tendéncia do geopotencial € a equagdo “omega’, que juntas, nos
ajudardo a obter um modelo idealizado para um distarbio sindtico tipico em

desenvolvimento.
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2. ESTRUTURA OBSERVADA

Nos mapas sindticos de nossas observacdes meteoroldgicas, raramente encontramos
sistemas de circulacdo com vortices circulares simples, como os modelos idealizados
utilizados para estudo. Ao invés disso, encontramos vortices assimétricos com os valores
maximos de velocidade do vento e maiores gradientes de temperatura, concentrados ao
longo de bandas estreitas chamadas “frentes”. Esses sistemas sdo altamente baroclinicos
com as amplitudes e fases das perturbacdes do geopotencial e velocidade, mudando
substancialmente com a altura. Essa complexidade ¢ devida em parte, ao fato de que estes
sistemas sindticos nao estao superpostos a um escoamento médio, mas estdo incluidos em
escoamento de escala planetdria que ¢ por si altamente baroclinico. Além do mais, este
escoamento de escala planetaria ¢ influenciado por orografia e contrastes de aquecimento
continente-oceano, que sao altamente dependentes da longitude.

Entdo, essa visualizagdo dos sistemas sinoticos, como perturbagdes superpostas a
um escoamento zonal, € Util apenas como uma primeira aproximagao, nas analises tedricas
dos disttrbios sinoticos do tipo onda.

As figuras a seguir, nos ddao uma visualizagdo das estruturas observadas dos

distarbios sindticos nas médias latitudes.

25



{mb) km JANUARY km {mb)

1.}
20
zo 5
J30
so}
50
a0 F
00
{a) WO
200
2001
300
300}
500
500
700 | T00
sso} aso
wogl g Jiooo
30 [ 70 60 50 40 30 20 10 0
LATITUDE (*N)
{mb) km km (mb}
30
| 28
20 ©
26
301 o 30
22
&0} {s0
20
18
( b ) 100 16 100
4
200
ZDDr 12
0 300
oo |
]
600
soof €
& 700
oot 2 850
850} M
wool o
90 80 70 60 50 40 30 20 w0 0

LATITUDE (°N)

Fig. 2.1 — Seccdo transversal média meridional para os ventos e temperatura. Os ventos
~ . ~ -1 r
estao representados em tracejado e sdo dados em m s . Temperatura ¢ dada
pelas linhas finas continuas e em °C.

Fonte: Holton, J.R. — 1972.
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Fig. 2.2 — Diagrama esquematico para ventos médios zonais no inverno do Hemisfério
Norte. As velocidades estdo dadas em nos.
a) centrados na longitude 140° leste

b) centrados na longitude 0° oeste
Fonte: Holton, J. R. 1972
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~ JANUARY
500 mb.

Fig. 2.3 — Contornos médios para os 500 mb em janeiro, Hemisfério Norte. As alturas
estdo dadas em dezenas de metros.

Fonte: Holton, J. R. — 1972
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1 .. . . . .
finas, m.s ') nas vizinhangas de uma frente polar. As linhas cheias indicam

limites da zona frontal e tropopausa.
Fonte: Holton, J.R. - 1972.
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Fig. 2.5 — Contornos esquematicos 500mb (linhas so6lidas cheias) 1000mb (linhas finas) e

espessura 1000 — 500 mb (tracejadas) para uma onda baroclinica em

desenvolvimento.

Fonte: Holton, J.R. - 1972.
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Fig. 2.6 — Sec¢do transversal Leste Oeste de uma onda baroclinica desenvolvendo. As
linhas so6lidas sdo eixos dos cavados e cristas, tracejadas sao eixos dos extremos

de temperatura e a cadeia de circulos representa a tropopausa.

Fonte: Holton, J. R. - 1972.
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3. EQUACOES BASICAS

Mostramos agora usando consideragdes de escala que a estrutura observada dos
sistemas sindticos nas médias latitudes podem ser entendidas como uma conseqiiéncia das
restrigdes impostas as leis do movimento, continuidade de massa e conservagao da energia.
Como os parametros meteorologicos sdo normalmente medidos considerando-se uma
superficie de pressdo constante, podemos usar as expressdes matematicas dessas leis,
referidas a um sistema de coordenadas isobaricas.

As equacdes do movimento horizontal para a atmosfera acima da camada de atrito

em escala sindtica podem ser escritas:

du_ fv+ 1% =0 ()
dt p Ox
(2.1)
dv +fu+ 1% =0 (b)
dt p Oy
ou usando estas equagdes para uma superficie isobarica:
du o
—-ftv+—=0
dt ox @
(2.2)
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—+fu+—=0 (b)

onde o operador % ¢ agora:

d4_90
dt ot

0
+u—

p OX

+03i (2.3)
» Op '

+V—
p oy

P o ~
com W= E ¢ a taxa individual da mudancga na pressao.
a aproximagao hidrostatica é:

—~=-q (2.4)

—+—+ —=0 25
P (2.5)

a equacao da termodinamica pode ser escrita

din® _ 1 dQ
dt cp dt

(2.6)

e finalmente, a lei dos gases ideais
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P R/cp
pa
g=L="]
= (pj (2.7)

Esse conjunto de equagdes ¢ entdo fechado e determina relagdes entre as varidveis
. dQ . .
dependentes u,v,®,d,aeO desde que a taxa de aquecimento ry seja especificada de

alguma forma.

Este conjunto de equagdes, embora ja simplificado ndo parece facil de se resolver
para se obter algum entendimento dos sistemas sindticos. Podemos simplifica-lo um pouco
mais usando consideracdes de escala e obter um sistema mais apropriado para andlise
diagnostico do geopotencial e movimento vertical, que sdo determinados unicamente para

uma dada distribui¢do do geopotencial.
4. EQUACOES PARA DIAGNOSTICO

Para obter este conjunto de equagdes diagnosticos, comegcamos por eliminar 0 re-

escrevendo a equagdo termodinamica 2.6 em termos de ¢ .

Essa transformagao ¢ possivel devido a suposicao de atmosfera hidrostatica (na qual

: . . 0
se verifica a proporcionalidade: % a0).
Usando a equagao 2.7:
R
In0=1n o - (— - IJ In p + constante (ln R, In 1000 )
cp

diferenciando a p constante:
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0ln0| dlnal lnod

9

61na|
ox |p ox |» Oy |»

o Y b

etc... (2.8)

Expandindo a derivada total em 2.6 e usando as relacdes 2.8,

Olna Olna OJOha on@ 1 dQ
+u +v +w =——=

ot ox oy dp ¢, dt

p

Usando a equagdo 2.4 e desde que,

Olna 1 oa

=—— etc..., temos:

OX o Ox

O, 0.0, o a) j,_*d (2.9)
ol op) axap) oyl op cp dt |

onde G ¢ o parametro de estabilidade estética e ¢ definido por:

o 00 ) ) 00
G =—— para uma atmosfera estaticamente estavel, % <0Otalquec>0.

6 dp

A equacdo 2.9 pode ser mais simplificada ainda considerando-se a validade da

aproximagdo geostrofica. Substituindo,

ui(-@j+vi(-@jzv V(@j
ox\ op) oyl op) ° op

Se supormos ainda que o calor adicionado ou retirado diabaticamente do sistema €

pequeno, comparado aos outros termos da equagao 2.9, temos que :
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g(-@j:—Vg .V(-@J+Gm
ot\ op ap

(D (1D Y

Desde que o pode ser expresso em termos de ¢, esta equagdo s6 contém duas

variaveis dependentes: ¢ ¢ ®.

oo, . .
O termo _% ¢ interpretado como “temperatura” , também como “espessura” da

camada.

I - tendéncia da “temperatura” ou espessura.
I — advecgdo de temperatura pelo vento geostrofico.
IIT — termo de esfriamento ou aquecimento adiabatico.

Este ultimo termo, expressa a mudanga na temperatura (adiabatica) que resulta da
elevacdo e conseqiiente expansao de uma parcela (ou subsidéncia e compressao) de ar em
um meio estavel.

Para simplificar ainda mais o sistema de equagdes, usualmente, substituem-se as
equagdes para o0 movimento horizontal pela equagdo da vorticidade fazendo a diferenciagao

cruzadade (2.2)aeb.

d (%] ov of 0%
—| = |-f=-v—+ =0 (a)
dt\dy) dy Oy Oxdy
(2.10)
d (avj du of 0%
—|—|+f—+u —+ (b)
dt \ ox ox Ox  0yox

fazendo (b) — (a)
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d(ov ou ou ov of
—| —-—|+f| —-— |[+v—=0
dt{ ox oy ox Oy oy

LV V(+t)-0L (v v o0 Voo
ot op op 0y Op Ox (2.11)
D (1D Im - av) (V)
ov oOu )
Onde (= 6_ - 8_ e todas as outras derivadas sdo tomadas a pressdo constante.
X 0y

Esses termos sdo interpretados como sendo,

I —taxa local de variacdo da vorticidade relativa,
II — adveccao horizontal de vorticidade absoluta,
IIT — adveccao vertical de vorticidade relativa,

IV — termo da divergéncia,

V —termo de “twisting” ou “tilting”.

1) Em escala sinotica a advecgao vertical de vorticidade relativa e o termo de “tilting” sdo

pelo menos duas ordens de grandeza menores que os demais,
2) No termo de divergéncia C <<f,
3) No termo de adveccao, a velocidade horizontal ¢ geostrofica,

4) Substituindo-se a vorticidade relativa pela vorticidade geostrofica.

Com a finalidade de simplificar mais o sistema, podemos expandir o parametro de

Coriolis em uma série de Taylor em torno de uma latitude ¢, como:

f =1, + Py + (termos de altas ordens)
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df
comB:d—yl% e y=0em¢,

Se designamos por L a escala tipica latitudinal dos movimentos, entdo a razdo dos

primeiros dois termos na expansao de f tem ordem de magnitude:

BL cos¢, L

onde a ¢ o raio da terra.
f, sen¢,a

Quando L << a, podemos considerar o pardmetro de Coriolis constante, f, exceto

. . . df .
quando ele aparece diferenciado no termo de adveccio, d—:B e ¢ constante. Esta
y

aproximagao ¢ chamada: “aproximacao do plano Beta”.

Aplicando todas aproximagdes acima, obtemos a equacdo da vorticidade quase-

geostrofica.
g, =V, Vg, +1)-£,v.V (2.13)
ot
Vg
onde §, =—— eV, =K xVgf,

fo

Deve-se notar que as componentes do vento na horizontal ndo foram substituidas
pelo seu valor geostrofico. E fato que, quando o vento geostrofico é calculado usando-se o
parametro de Coriolis, 0 que conta para a divergéncia sdo os pequenos desvios desse vento
horizontal a partir da geostrofia. Veremos posteriormente que esta divergéncia e seu
correspondente movimento vertical sdo dinamicamente necessarios para manter as
mudangas hidrostaticas na temperatura e geostroficas na vorticidade dos sistemas de escala
sindtica.

Uma forma alternativa da vorticidade geostrofica ¢ obtida, quando eliminamos a

divergéncia horizontal da equagdo 2.13.
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substituindo-se isto em 2.13,

ag,
ot

om
—-V,.V(g, + )+, . (2.14)

Desde que §, e V, sdo definidas em termos de ¢, (2.14) pode ser usado para

o9

diagnose do campo de ® uma vez dados os campos de ¢ e 5 Essa relagdo nos da um

método mais preciso de se estimar ® que a equagdo da continuidade.

Devido ao fato de C, e V, serem fungdes de ¢, a equacdo da termodindmica

hidrostatica (2.10) e a equacao (2.14) possuem, cada uma, apenas duas incognitas ¢ e .

A partir dai, pode-se obter duas relagdes diagnostico importantes:
1. Eliminando-se ® entre essas duas equagdes, obtém-se uma equagao relacionando ¢ a
9
ot

Esta ¢ chamada “equacao da tendéncia do geopotencial”.

o 0 n ~ .
2. Eliminando-se 8_¢ entre essas duas, obtém-se uma equacao relacionando os campos
t

instantaneos de ® e ¢ - Esta é uma equagdo para o movimento vertical chamada “equagao

omega”.

Estas duas relagdes diagndstico constituem o centro do sistema quase-geostrofico.
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5. EQUACAO DA TENDENCIA DO GEOPOTENCIAL

o9

Definindo a tendéncia do geopotencial Esx, as equagdes (2.10) e (2.14)

sdo re-escritas como:

0 0
—Xz-Vg.V(—d)j-coo 2.15)
op p
1 0
Viy=-f, Vg.v[—vz¢+fj+f§—°° (2.16)
£y p
2
Onde foi usada a relagio G, :f_ de modo que mudando aordem de
0
. ) ac, Vg o fo2
diferenciagcdo, —— = usando a equagdo (2.15), multiplicando-se por —e

0 o

diferenciando-se com respeito a pressao:

2
fia—zzfoz/aV.V[%j-foza)
o dp

Somando-se a equacao (2.16):
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f," o° v’ f," 0 0

Vi — |x=-f, V.V —¢+f +2X |-V .V—¢ (2.17)
G Op f

que ¢ a equagdo da tendéncia do geopotencial. Na obteng¢do dessa equagdo, o foi suposta

constante. Podemos agora partir para um melhor entendimento da fisica encerrada nesta

equacao.
O termo da esquerda:

Esse termo envolve somente derivadas espaciais de y . Para perturbagdes tipo onda
pode-se mostrar que esse termo € proporcional a -y . Para demonstrar isto, vamos supor

uma variacao senoidal para os campos de ¢ e ¥ em x e y ou seja:

x=X(p)sin K x sin ly (2.18)
. C . ) 2 2

onde K e 1 sdo nimeros de onda nas direcdes X e Y definidas &k = n el= PRk
X Y

os A's sdo comprimentos de onda nas diregdes X e Y, respectivamente. O laplaciano

horizontal de y ¢ entdo:
Vz)(:-(K2 +12)x0c-x

Da mesma maneira, desde que se observa que os sistemas sinoticos nas médias
latitudes geralmente t€ém uma profundidade numa escala comparével a altura da tropopausa,

podemos aproximar a variagao vertical de y, tomando:

2
82
6—;55-[%} y onde p,=1000mb. Entdo, o termo da esquerda, pode ser
/4 0

escrito como, aproximadamente:
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2 2
V2+fLa Y= - PRI
c op’ c

f,m

Po

] X tal que, o lado esquerdo da

equagdo (2.17) ¢é proporcional a tendéncia negativa do geopotencial.

1° Termo da direita

Esse termo ¢ proporcional a advecg¢do da vorticidade absoluta pelo vento

geostrofico. Para sua andlise podemos dividi-lo em duas partes:

2 2
Vg.V(V (|)+fj:Vg.V[v—¢)+Vg£
dy

0 0

A primeira representa a advecgao da vorticidade relativa pelo vento geostrofico, e a

segunda a advecgdo geostrofica da vorticidade planetaria.
Para distarbios nos ventos de Oeste, estes efeitos se opdem um ao outro como

mostra o diagrama representando um distrbio tipo onda nos 500 mb na figura abaixo 2.7.
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Fig. 2.7 — Diagrama esquematico do campo do geopotencial nos 500 mb, , mostrando
regides de advecgao de vorticidade relativa e planetéaria positivas e negativas.
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Nota-se pela observagdo da figura, que na regido I, V, .V (1/f0V2¢)>0 e que,

como V, <0o termo V, d_ <0 de modo que eles tendem a dar um efeito oposto ao outro.

Portanto, a advecg¢do de vorticidade relativa tende a decrescer a vorticidade
enquanto que a adveccdao de vorticidade planetaria tende a aumentar a vorticidade. Na
regido Il os efeitos sdo inversos aos da regido I. Conseqlientemente, a adveccdo de
vorticidade relativa tende a mover os cavados e cristas para Leste enquanto que a advecgao
de vorticidade planetaria tende a mover os cavados e cristas para Oeste (movimento
retrogrado).

Deve ficar claro entretanto, que na atmosfera real isso vai depender de qual o efeito

¢ predominante.
2° Termo da direita

Esse termo, chamado de advecg¢do diferencial de espessura, nos da a amplificacao
ou amortecimento dos sistemas sinéoticos nas médias latitudes. Ele tende a ser um maximo

nas linhas de cavados e cristas em uma onda baroclinica em desenvolvimento.

0
Vemos que Vg .V —(I) ¢ a adveccao de “espessura”
op

a qual ¢ proporcional a adveccao da temperatura hidrostatica e fica claro que,
0 od ||, . - <
- % Vg vV % ¢ proporcional a taxa de variagdo da temperatura (adveccao de)

com altura ou a advecgao de temperatura.

Para verificar a contribuicdo dessa adveccdo na tendéncia do geopotencial,
consideramos a onda mostrada na figura 2.5. Abaixo da crista nos 500 mb, ha uma
advecgdo de ar quente muito forte, associada com a frente quente, enquanto que, abaixo do

cavado no mesmo nivel, ha uma advecc¢ao de ar frio associada com a frente fria.
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. ¢
Na regido de advecgido quente, V, .V % >0, desde que V, tem componente

na direcao do gradiente da temperatura.

Porém, a adveccdo quente decresce com altura, tal que:
0 0

-—|V,.V (—d)j >0
ap ap

Usando o mesmo raciocinio para um cavado abaixo dos 500 mb, onde haja uma
adveccdo fria, concluiremos, que ao longo dos cavados e cristas nos 500 mb, onde a
adveccdo de vorticidade ¢ nula, a equagdo da tendéncia determina que para uma onda
desenvolvendo:

> (0 na crista

v,.v| 2

V= op

K
op

< 0no cavado

Conseqlientemente, como veremos na figura (2.8), o efeito da adveccao fria abaixo
do cavado nos 500 mb, ¢ aprofundar o cavado e o efeito da advecgdo quente abaixo de uma
crista nos 500 mb, ¢ elevar a crista. Entdo, ¢ a adveccdo de temperatura diferencial (ou
espessura) que intensifica cavados e cristas em um sistema de onda curta em

desenvolvimento.
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Fig. 2.8. — Seccdo transversal Leste-Oeste, através de um distiirbio sindtico mostrando as
relagdes entre a advecgdo de temperatura ¢ a tendéncia nos altos niveis. A
regido I, ¢ uma regido de adveccao fria, enquanto que a regido II, ¢ uma regido

de adveccao quente.
6. EQUACAO PARA O MOVIMENTO VERTICAL (Equagcdo Omega)

Uma equagdo para diagnoéstico do campo da velocidade vertical, obtém-se

eliminando y entre as equagdes (2.15) e (2.16). Para fazer isto, nds tomamos o Laplaciano

horizontal de (2.15):

vzgx:-vz [Vg .V(%H-szw (2.19)
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Diferenciando (2.16) com relacdo a pressao:

d (o) o © 1, , 0’
%(V x)=-f, ap{vg.v(f % ¢+fﬂ+fo - (2.20)

o

Considerando que a ordem dos operadores nas equacdes 2.19 e 2.20 pode ser

trocada, subtraimos 2.19 de 2.20 para obter, com a eliminagdo de y, a conhecida equagao

para o movimento vertical ou, equacdo Omega:

(vz +f_025_22]a, :AQ{V ,V(iv%ﬂﬂ—lvz [V .V(—%H 2.21)
o Op ocap| * [y o) ¢ op

Essa equacdo ¢ puramente uma relacdo diagnostico para o campo de ®» em termos
do campo instantaneo de ¢. A equacdo Omega nos d4 uma medida da velocidade vertical
que nao depende da precisao das observacdes do vento horizontal, como na equacao da
continuidade.

Do mesmo modo que a equacdo de tendéncia do geopotencial, os termos dessa
equacao 2.21 podem ser interpretadas individualmente.

Podemos supor que o tem uma distribuicdo similar aquela de y , resultando:

f,> &> 1(f,n)
(V2+L ox|-|K>+17-—| 2= ® que é proporcional - ®.
G\ Po

O 1° termo da direita ¢ chamado de adveccao de vorticidade diferencial. Este termo

¢ proporcional a taxa de acréscimo com a altura da advecgao de vorticidade absoluta. Pode-
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se conseguir uma interpretacao desse termo a partir da figura 2.9 que representa um sistema

baroclinico ideal desenvolvendo-se superficie até o topo da atmosfera.

Fig. 2.9 — Contornos esquematicos 500 mb (linhas cheias) e 1000 mb (tracejadas) indicando
regides de fortes movimentos verticais devidos a advecg¢do de vorticidade

diferencial.

Nos centros de altas e baixas pressdes a superficie, a advecgao de vorticidade nos
1000 mb deve ser bem pequena. Entretanto nos 500 mb a advecgdo de vorticidade relativa
positiva ¢ um maximo acima da baixa a superficie, enquanto que adveccao de vorticidade
relativa negativa ¢ mais forte acima da alta a superficie. Entdo, para um sistema de onda

curta onde a adveccao de vorticidade relativa ¢ maior que a planetéria:

Acima do ponto H

6 <0
@[Vg.v(gw f)lo

Acima do ponto L

O segundo termo da direita na equagdo 2.21, ¢ proporcional a advecgdo de

espessura pelo vento geostrofico.
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Se existe advecgdo quente (fria) este termo € positivo (negativo) tal que na auséncia
de adveccao de vorticidade diferencial, ® seria negativo (positivo). Entdo, como esta
indicado na figura (2.10) abaixo, movimento ascendente ocorrerd a Leste da baixa a
superficie na regido da frente quente e movimento descendente ocorrera a Oeste da baixa a

superficie, atras da frente fria.

Fig. 2.10 — Contornos esquematicos 500 mb (linhas so6lidas) e 1000 mb (tracejadas) e
frentes a superficie indicando regides de forte movimento vertical devido a advecgdo de

temperatura.
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_3" Parte

OSCILACOES ATMOSFERICAS

1. INTRODUCAO

Fisicamente, um movimento que se repete a intervalos regulares de tempo ¢
chamado periodico. Se ele se efetua num e noutro sentido sobre uma mesma trajetoria, ele ¢
chamado oscilatorio ou vibratorio. Uma oscila¢do ou vibragdo € portanto o movimento
efetuado pelo mével num percurso completo de ida e volta. O periodo do movimento ¢é o
tempo necessario para uma oscilagdo completa, ou seja, para cada repeticdo sucessiva do
movimento de ida e volta. A fregiiéncia do movimento ¢ o nimero de vibragdes ou
oscilagdes por unidade de tempo.

A posigdo, na qual nenhuma forga resultante atua sobre o ponto material, ¢ a sua
posicdo de equilibrio. A elongagdo ¢ a distancia (pode ser linear ou angular) do material
oscilante a sua posi¢ao de equilibrio, medida a partir desta, em qualquer instante.

A amplitude do movimento A ¢ a sua elongacdo maxima

2. OSCILADOR HARMONICO SIMPLES

Se um ponto material vibra em torno da sua posicao de equilibrio, sob a influéncia
de uma forca proporcional a sua distdncia a essa posicao de equilibrio, diz-se que ele
efetua um movimento harmonico simples. A forca deve ser sempre tal que tenda a trazé-lo
de volta a posicao de equilibrio e se chama for¢a restauradora. Esta for¢a produz o
exemplo mais simples de movimento harmdnico.

Um exemplo de oscilador harmoénico simples € o de um ponto material de massa M
preso a uma mola, de constante elastica K, como mostrado na figura (1) . Supomos que a
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massa € a mola estejam sobre uma superficie lisa e fagamos o movimento do ponto material
efetuar-se ao longo do eixo dos x. Quando tal ponto ¢ deslocado até o ponto x (genérico), a
mola exerce sobre ele uma forga restauradora F, dada por F =- K x. (1) (FIG. 1) o sinal (- )
indica que o sentido da forga ¢ contrario ao do sentido do movimento.

X
F=-Kx
e
X
F=-Kx

Fig. 3.1 — Sistema de um corpo preso a uma mola, que pode deslizar sobre uma superficie
horizontal sem atrito, produzindo um tipo de movimento harmoénico simples.

A forca aplicada ao ponto material €, portanto, sempre dirigida para a posi¢cdo de
equilibrio, na qual x = 0.
Aplicando-se a 2* Lei do movimento de Newton ao movimento do corpo da figura (1)
obteremos:
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ou
ke - m '(:1:;; 3.1
ou

m.((li:;( =0

Esta ¢ entdo chamada equagdo do movimento de um oscilador harmoénico simples e
resolvé-la significa achar como a elongagdo x depende do tempo t para que a equagdo seja
satisfeita.

Resolvendo esta equacdo diferencial que relaciona a fun¢do do tempo f(t) a sua

2f

o devemos achar uma funcao tal que difira de sua segunda derivada
t

derivada segunda

k .
de uma constante —, e sinal.

m
d? k
FTER (3-2)

por exemplo: cos (t)

2

d
—cost=-sent e — cost=-— sent=-cost
dt dt t

e como esta propriedade ndo muda quando consideramos esta fung¢ao vezes uma constante:
x=A.cos (ot +3) (3.3)

teremos entao:

ix:(oAsen(o)t+8)
dt
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d’x
dt?

=-o" A cos (ot +3) (3.4)
Substituindo (3), (4) em (1):
2 k
~o’ Acos (ot+8)=-—A cos (ot+3)
m

k
portanto se ® ¢ tal que ®’ =—,X=cos ((Dt + 5) ¢ realmente solugao de (1).
m

de qualquer maneira as constantes A e & sdo completamente gerais de modo que a equagao
diferencial descreve um grupo ou familia de movimentos.

. ) . 2r
Precisamos determinar o significado da constante ®. Se aumentarmos de — o
0

tempo na equacao (3), obteremos:

X:AcosKt+2—njm+8}
)

x = A cos (ot + 21 +8)
x = A cos (ot + )

) N 2n . 2n ,
ou seja, a fungdo se repete a cada — de tempo significando que — ¢ o periodo T
® ®

de

- k
oscilagdo. Como ®° =—, devemos ter:
m

m
T=—=2n,— 3.6
o K (3.6)

De modo que todos movimentos representados pela equacdo (2) t€ém o mesmo
periodo de oscilagdo e este ¢ determinado somente pela massa do ponto material oscilante
(vibrante) e pela constante elastica K da mola.
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A freqiliéncia do oscilador f € o numero de vibragdes completas que ele efetua na
unidade de tempo:

2_1 k

f=

1
¥2n2nm

2n
portanto ®=27f = ? a quantidade ® ¢ muitas vezes chamado de “pulsacdo”.

A constante A tem um significado simples. A fung¢do co-seno assume valores de — 1
a 1. A elongagdo X que ¢ medida a partir da posi¢ao central de equilibrio, onde x = 0, tem
um valor maximo A. Portanto A em X = X max., ¢ a amplitude do movimento. Desde que
A ndo ¢ fixado, a nossa equacdo diferencial permite movimentos com varias amplitudes
todos os outros permanecendo constantes (freqiiéncia, periodo). A quantidade (Q)t + 8)
chama-se fase do movimento.
Constante 6 ¢ a fase inicial.

A amplitude A e a fase inicial & da oscilagdo sdo determinadas pelas condi¢des
iniciais do problema.

3. MOVIMENTO HARMONICO AMORTECIDO

No estudo realizado anteriormente, usamos a suposi¢do de que nenhuma forca
amortecedora estava presente no nosso oscilador.

Na realidade essas forgas existem e como conseqiiéncia o movimento de um
péndulo nado ¢ eterno, sabemos que depois de um certo tempo as oscilagoes cessam devido
as forgas de atrito.

Diz-se nesse caso que o movimento ¢ amortecido pelo atrito e 0 movimento passa a
se chamar movimento harménico amortecido. O atrito €, na maioria das vezes, proveniente
da resisténcia do ar ou das forgas internas. O valor da forca de atrito geralmente depende da
velocidade do corpo, mas ¢ diretamente oposto & mesma.

A equacdo do movimento de um oscilador harménico simples amortecido ¢ dado
pela segunda lei do movimento de Newton, F = ma onde F ¢ a soma das forcas restauradora

dx , .. .
— Kx e amortecedora —b E onde b ¢ uma constante positiva, ou seja:
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2
Kx-b o 94X
dt dt?
2
rnd §+bd—x+kx:0
dt t

, . - bt \
se b é pequeno, a solugdo ¢ X =A exp ) cos (0) t+ 5) onde:
m

isto pode ser visto graficamente:

Figura 3.2 - Diagrama esquematico da solucdo da equacdo para o movimento harmonico
amortecido.

Essa solugdo pode ser interpretada do seguinte modo:

Primeiro, a freqliéncia ¢ menor e o periodo mais longo, quando existe atrito. O atrito
diminui o movimento como era de se esperar. Se nao houvesse atrito, b seria nulo ¢ ®' seria
igual a vk/m ou o, que ¢ a pulsacdo do movimento ndo amortecido. Quando existe
atrito, ®' ¢ menor que ®. Em segundo lugar, a amplitude do movimento, gradualmente,

diminui tendendo a zero (por que ndo se anula?). Se ndo houvesse atrito, b seria nulo e a
amplitude teria um valor constante A.
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4. OSCILACOES FORCADAS E RESSONANCIA

As discussoOes anteriores eram concernentes as oscilagdes naturais de um corpo, isto
¢, as oscilagdes que ocorrem quando ele € solto a uma distancia qualquer de sua posi¢ao de
equilibrio e oscila livremente em torno dessa posicao de equilibrio.

Vimos que no caso de uma massa presa a uma mola, a freqiiéncia natural de
oscilagdo do sistema é:

o=+k/m sem atrito

para o caso com atrito.

Porém, uma situacao diferente surge quando o corpo ¢ submetido a uma forga
oscilatoria externa. As oscilagdes resultantes tém a freqiiéncia da forga externa e ndo a
natural do corpo. Porém, a resposta do corpo depende da relagdo entre as freqiiéncia
for¢ada e natural.

Uma sucessdo de impulsos, convenientemente espagados, pode produzir uma
oscilacdo de grande amplitude. O problema das oscilagdoes forgadas ¢ muito geral. A
equacdo do movimento do oscilador forgado resulta da segunda lei do movimento.

\ \ dx
Somando-se a forca restauradora — kx e a forca —ba amortecedora uma for¢a externa
aplicada.

Por simplicidade, suponhamos que esta forca externa seja dada por F cos ® Tt

. r r . * A .
Aqui F_ ¢é o valor maximo da forca externa e ® a sua freqiiéncia angular. Podemos supor
que essa forca esteja aplicada diretamente a massa oscilante entdo, de F =ma Temos:

2
—1{X-bd—X+Fm cos ® =m d’x
dt dt?
ou
2
m Y z(+bd—x+kx:Fm cos® t
dt dt

cuja solugdo ¢

x = A" sen (oa*t-oc)
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onde

. F
A" =—- ¢ aamplitude
G

G :\/(m(o* -k)2 +b’ o’ :\/m2 ((o*2 -coz)2 +b’ 0’

*

bw
o = arc cos ——
G

Observa-se pela solucdo da equacdo que o sistema vibra com a freqiiéncia angular

. N * . ’ A oA .
da for¢a impulsionadora, ® , ao invés de fazé-lo com a freqiiéncia natural ® e que o
movimento ¢ harmoénico sem amortecimento.

J4

O fator G ¢ grande, quando a freqiiéncia angular da for¢a impulsionadora, o , €
muito diferente da freqiiéncia natural sem amortecimento, ®, do sistema, Fm/G ¢ pequena.
Quando a freqiiéncia da for¢a impulsionadora se aproxima da freqii€ncia natural, sem
amortecimento, G torna-se menor e a amplitude cresce.

A amplitude atinge um valor maximo, quando as duas freqiiéncias tendem a se
igualar.

Esse fenomeno chama-se ressondncia; a freqliéncia © que d4 a amplitude maxima
a vibragao forgada do sistema chama-se fregiiéncia de ressondncia.

A amplitude da vibragdo forcada depende da forca de atrito, bem como da
freqiiéncia da for¢ca impulsionadora. Quanto maior o atrito, maior ¢ G e menor a amplitude

BFM A
[}
¥, v _
G e muf/a
o
- muE
“?
FII‘\ J UJ
T | ez VB
bz2 ™
v * > B
»
-5 1. 1.5 2, 25 W
w

Figura 3.4 — Diagrama mostrando a relacdo entre as freqiiéncias de oscilagdo natural e da
forca impulsionadora externa. Quando elas tendem a se igualar ocorre o
fendmeno da ressonancia.
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Nesta figura estdo representadas cinco curvas dando a amplitude de vibragdo

. . . * e A *
forcada, em fungdo da razdo da freqiiéncia da for¢a impulsionadora, ® , para a freqiiéncia
natural do sistema sem amortecimento da constante de amortecimento b.

A primeira curva mostra a amplitude quando b = 0, isto ¢, quando nao ha

amortecimento. Neste caso, a amplitude torna-se infinita para 0 =0 porque a forga
aplicada fornece energia ao sistema, continuamente, € ndo ha dissipacdo. Na pratica,
sempre existe algum atrito, de modo que a amplitude adquire um valor grande, porém,
finito. Freqiientemente o sistema se rompe quando a amplitude torna-se muito grande.

5. OSCILACOES ATMOSFERICAS

As oscilagdes que ocorrem na atmosfera podem ser melhor entendidas, isolando-se
0s movimento tipo onda que ocorrem na mesma. Para se isolar este movimentos, torna-se
necessario, resolver o sistema de equagdes da hidrodinamica usados na meteorologia e, a
partir da solugdo geral, tirar-se informagdes sobre tais movimentos. Devido a nao
linearidade das equagdes constituintes, € praticamente impossivel obter-se solucao analitica
desse sistema, de modo que, nos restam duas alternativas mais imediatas:

I — obter-se a solugdo aproximada a partir de métodos numéricos.
II — linearizar o sistema e, a partir da solugcdo para o sistema linear, inferir as

informagdes sobre o sistema nao-linear.

Usando a segunda alternativa, estudaremos um método para linearizar esse sistema,
denominado “método das perturbagdes”.

Método das Perturbacdes

As equacdes que regem os movimentos atmosféricos de uma maneira geral, sdo:

%Vz-an-2Q><V-g|k (3.1
lda_¢ vy (3.2)
o dt

&2 & (33
dt C,T dt )
pa=RT 3.4)
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onde o operador

satisfazer as equagdes acima.
2) O movimento total ¢ dado instantaneamente pela soma das variaveis do estado basico
mais as perturbagdes, isto ¢é:
u=u+u';v=v+v',w=w+w'; p=p+p';a=a+a'; p=p+p'.
etc...,
3) Produtos de perturbagdes sao pequenos o bastante para serem desprezados.
Entdo, a nossa velocidade V por exemplo serd escrita:
V=Iu+jv+Kw=Iu+Iu'+JV + jv'+ KW + Kw' (3.5)

e assim, semelhantemente para as outras variaveis.

Vamos agora substituir essas novas variaveis nas equagdes de 3.1 a 3.4:
Equagdo para o movimento na direcdo _x:

a—U+Ua—U+Va—U+Wa—U—W+a—u+U@+V@ +W@ -
ot 0x oy ot ot 0x oy 0z
-U'a—U+V'a—U+w'a—U+u' v +V'6U +w' ou :E%-a'@-

ox oy 0z ox oy 0z ox ox

L
Ox Ox

Os ultimos termos do lado esquerdo da igualdade sdo pequenos e podem ser
desprezados (3% suposicao). Também, desde que o estado basico satisfaga a equagado, temos:

VU v WU o g%
ot ox oy oz ox
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'

Também do lado direito da igualdade, oc'a— ¢ pequeno; ficamos entao:
X

@+U@+V@+W@—fv'+u'a—U+v'a—U+w'a—U=-a@-
ot 0x oy 0z Ox oy 0z 0x
(3.6)
o
Ox

Essa equacdo ¢ entdo linear, desde que as variaveis do estado bésico sdo supostas
conhecidas, sendo portanto, especificadas pelo problema particular de cada um.

Fazendo manipulacdes semelhantes, chegamos para as equagdes dos movimentos
nas diregoes y € z:

Q+Uﬁ+vﬁ+w ﬁ+‘fu'+u' @+V' @+w' @:-a P
ot ox oy 0z ox oy 0z oy
apl
-a'— 3.7
* oy (3.7)
€
6‘w+U8w+V6‘w+W8w u'@+v'@+ 'a—W:—_@—
ot ox oy oz ox oy oz 0z
p
'— 3.8
* 0z (3.8)

A equacao da continuidade para o movimento total ¢

1do_
p dt

-V.V

Py PP O, O
ox Oy oz

ot ox oy oz
Aplicando o mesmo raciocinio anterior, ficamos:
op' op
P P

63—p+Ua—p+Va—p+W—+u'a—p+v'— '
ot O0x oy 0z 0x oy 0z

o [oU v oW
_:_p _+_
ox oy 0z

]- (3.9)
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(o v ow
ox oy oz

e finalmente, a equacdo da termodinamica ap6s manipulagdes:

@+u'@+v'@+w'@+U@+V@+W@:
ot 0x 0z Ox oy oz

00' 00 (3.10)
c, T T

Esse sistema tem validade para um campo onde,
' '

u \%
—<<1,—<x1,.. etc.
u A%

O sistema ¢ geral porque excetuando-se o desprezo dos produtos das perturbagdes
(que sdo pequenos) ndo fizemos nenhuma aproximacdo. Isso garante a capacidade do
conjunto de equagdes de 3.5 a 3.10 descrever os fenomenos fisicos de todas espécies
(meteoroldgicos e nao-meteorologicos).

Essa linearizacdo que foi atingida forcadamente ¢ numericamente uma boa
aproximacao, mas perde uma caracteristica importante fisicamente que sdo as interagdes

entre os diversos componentes da ondas (U ZL por exemplo j
X
Propriedades das Ondas
Vamos ver porque ¢ que a maioria dos autores supdoem que as perturbagdes t€m a
forma de uma onda. As equagdes linearizadas das perturbagdes para o escoamento

atmosférico, podem freqiientemente ser combinadas para dar uma tinica equagao que ¢ uma
generalizagdo da equagdo da onda:

0’y _ 20 v (3.11)

A essa equagdo 3.11 correspondem solugdes para ondas de perfis arbitrarios movendo-se
com velocidade ¢ nas dire¢des positiva e negativa do eixo x. Considerado um perfil
arbitrario para o campo y =f (x) em t = 0

Se esse perfil se move na dire¢do positiva x sem mudanga de forma, entdo: Y =f (X')

em que X’ € uma coordenada movendo-se com o perfil (velocidade c) tal que X =X +ct.
Entdo, em termos de coordenada fixa x, podemos escrever:

vy =1 (x -ct) (3.12)
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Correspondendo a um perfil que se move na direcdo positiva x com velocidade ¢ sem
mudanca de forma. Pode ser verificado que (3.12) ¢ realmente uma solugdo de (3.11) tanto

como uma onda viajando na direcdo negativa dos x, ou seja ¥ = (X + ct).

Figura 3.4 - Uma onda senoidal viajando na dire¢do positiva dos x com velocidade c,
y =1f (x -ct)

A representacao de uma perturbacdo como uma onda senoidal simples nos parece a
primeira vista uma super-simplificagdo, uma vez que os distirbios atmosféricos nunca sao
puramente senoidais. Isto nos leva a crer, que uma fungdo ‘“razoavelmente bem
comportada”, funcdo da longitude, pode ser representada como sendo a soma da média
zonal mais uma série de Fourier de componentes senoidais.

f(x)= Z(Am senK, x+B, cosK,, x) (3.13)
m=1
onde K = 2mM & o “niimero de onda zonal”
L

L ¢é a distancia em torno de um circulo de latitude.

m ¢ um numero inteiro, significando o n.° de ondas em torno de um circulo de
latitude.
Precisamos entdo calcular os coeficientes Ay, B

Calculo de Ay, :

Multiplicando ambos lados de 3.13 por sen 2mnx

, integrando em torno de

um circulo de latitude e aplicando as relagdes de ortogonalidade:
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L 2 Tmx 2 mnx o, m=n
I sen dx =J

sen
o L L L2, m=n
e
2 L 2mmx
A :—I f (x)sen dx
Lo L
. , . . 21nx
Usando o mesmo raciocinio apos multiplicar os dois lados de 3.12 por cos ( L j:
2 (L 2mmx
B, :—I f(x) cos dx
L Jo
onde:

A € By, s@o chamados “Coeficientes de Fourier” enquanto que
f,(x)=A, sen K_x+B_ cos K_x (3.14)

¢ chamado o harmoénico de ordem m de f (x). Por exemplo, se os coeficientes de Fourier
sao calculados para uma quantidade tal como a dependéncia longitudinal das perturbagdes
do campo do geopotencial observado, eles mostram que as maiores amplitudes dos
componentes de Fourier serdo aqueles para os quais m ¢ o numero aproximado de cavados
¢ crestas observados em volta de um circulo de latitude. Quando somente a informacao
quantitativa ¢ desejada, ¢ geralmente suficiente limitar a analise a um simples componente
tipico de Fourier, e supor que o comportamento do campo real sera similar ao daquele
componente.

Podemos usar a expressdo 3.14 na forma composta (relagdo complexa) de acordo
com a féormula de Euler.

F, (x )= Re {Cme fan }

f. (x)=Re {Cm Cos K X +1C , sen Kmx} (3.15)

onde Re { } significa “parte real de” de C,, ¢ um coeficiente complexo.
Comparando 3.14 e 3.15, vemos que as representacdes de fi, (X) serdo idénticas se:

m

B :re{Cm}eAm =-Im {Cm}

onde Im { } significa “parte imagindria de” essa notagdo exponencial serd usada daqui por
diante.
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6. APLICACOES DO METODO DAS PERTURBACOES

6.1 - Ondas Acusticas

Iniciando uma série de aplicacdes da teoria da perturbagdes no estudo de alguns
movimentos tipo onda pura que ocorrem na atmosfera, iniciamos com as ondas de som.
Essas ondas podem ser definidas como oscilagdes longitudinais que se propagam como
resultado do campo da divergéncia no fluido.

Suposigoes:

I — para eliminar oscilagdes transversais, supomos que as ondas se propagam na
diregdo x

I —supomos que v=w =0

IIT — eliminamos toda dependéncia sobre y € z supondo u = u (x,t).

IV — o movimento ¢ adiabatico

Com estas restrigdes, as equagdes do movimento, continuidade e termodinamica
podem ser escritas:

d_u l@=0 (3.16)
dt pox
dp ou
—+p—=0 3.17
i P (3.17)
din0®

=0 3.18
" (3.18)

onde

d 0 0
_=_+u_
dt ot Ox

com 0=T.(p, /p)~® e P, =1000 mb

usando a equagdo de estado, o _ _P (polp ) ¥
p R

tomando os logaritmos e derivando em relacdo ao tempo aplicamos em 3.18 para obter:
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S p-d— -0
y dt dt
(3.19)
na qual,
_Cp
Cv
Eliminando p entre 3.17 ¢ 3.19 obtemos,
1 dinp ou
— +—=0 3.20
y dt  0ox (3:20)

agora aplicando a teoria das perturbagdes ao nosso sistema formado por 3.16, 3.17 e 3.20,
supondo que:

u(x,t)=u+u'(x,t)
p (x t)=p+p (xt) (3.21)
p(x)=p+p (x1)

substituindo as relagdes 3.21 nas equagdes 3.16, 3.17 e 3.20 temos:

2(ﬁ+u')+(17+u')i(b_l+u')+ — ! g(ﬁ+p') =0
ot ox p+p' Ox
(3.22)
a = l e ) a = ' - ' 8 - l
—@+p)+@+u)—(p+p)+y(p+p)-(@+u’)=0
ot ox ox
aproximando o termo da densidade por uma expansao binomial :

N ! ' '
_1 ':é[l+gj zé[l-%)xédesdeque%<<l
p+tp p P p pP) P P

simplificando e re-arranjando o conjunto 3.22 ficamos com:
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(§+U3ju'+l@:o (3.23)

ot ox p Ox

0 0 ou'

Z 2 U= p+m=—=0 3.23b
( Py ax]p P o ( )

eliminando u’ com o uso de ( o .y j em 3.23b e substituindo em 3.23a, obtemos:
ot ox
—_ 2

(iﬂjijzpv_@a P' ) (3.24)

ot ox p ox’

esta ¢ uma forma da equagdo da onda (o leitor deve compara-la com a equacao 3.11). Cuja
solucdo € conhecida.

Supondo solugdo tipo onda,

py(x, t) — Aeik(x—ct)

Usando essa solugdo em 3.24 chamando de E = ¢ ke x— et que sera comum aos
termos, temos:
— 2
[Q+UﬁJ2 AE- 1P O _AE=0
ot ox p 0x
lembrando que:
ﬂE:iKE; iE:-iKcE; 0’ E=i’k?*E e 0’ =i’k’c? E
0x ot ox? ot?
Obtemos:
c?-2U0c+U* -@:O
P
resolvendo para c:
C=uU=x\yRT (3.25)

desde que, P _RT
P

Isto significa que as ondas sonoras se propagam relativamente a corrente zonal com
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velocidade /Yy RT . Esta quantidade ¢ chamada “velocidade adiabatica do som”.
6.2 - Ondas de Gravidade

Como um segundo tipo de movimento ondulatorio na atmosfera, estudaremos as
oscilagdes transversais conhecidas como ondas de gravidade.
Supomos um escoamento de um fluido incompressivel no qual existe uma corrente

basica zonal U em uma atmosfera sem rotacao e que tem espessura H. Para as perturbagoes,
tomaremos v’ =0

u' W # 0
h
} W
H 5]
— X
Estado basico Estade perturbede

Figura 3.5 - Diagrama esquemadtico para os estados basico e perturbado supostos no
problema.

Com as suposi¢des dadas, o nosso sistema de equagdes para as perturbagdes temos:

\
ou' _ou' 1 op' (a)
-y — =

ot ox p Ox

ow' _ow' 1 op'

—tU—=———= 3.25

o " ox  poz [ (329) (b)
%4_%—0

o oz ) ©)

desde que o estado basico satisfaz essas equagdes, temos:

1 dp
:—p-g=0 para0< z < H
p 0z

De uma vez que o fluido ¢ incompressivel, a equacdo da termodindmica ndo entra no
problema e as condi¢des de contorno que precisamos sao:
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I —w=0quandoz=0
IT — a pressdo em z = H ¢ constante

Estruturando as solugdes para perturbagdes como ondas que viajam ao longo dos x:

u,:a (Z)e ik (x -ct)
w'=B(z)e * &) onde a, B, y sdo amplitudes
p'= y (Z)e ik (x -ct)

chamando ¢ *® )= E ¢ substituindo essas solucgdes no sistema 3.25:

—ikccx(z)E+Uik oc(z)Ez—éiky(z)E (a)
P
(3.26)
—ike B (z)E + Uik B(z)E:-;:Z—Z (z)E (b)
ikoc(z)EJra%B(z)E:O (©)

desde que E ¢ comum e ndo-nulo podemos dividir tudo por E e depois eliminar quaisquer
dos dois a, 3, y.

Escrevendo a equagao para 3 (Z) faremos 82 (c) e 82 (a) e usando (b)
zZ zZ

ik a'(z)+B"(z)=0 (a)

ik (U-c)a'(z)= -%ik () (3.27) (b)

—%y'(z>=n< (U-c)p'(z) (©
ou

@ - B"(2)-k*B(2)]=0 (1.28)

Se U nao for fungdo de z (escoamento uniforme) os coeficientes da equacdo sdo
constantes.

Entdo para ser satisfeita a igualdade:
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1° u=c
ou,

2°1B"(z)-k*B(z)=0 (3.29)
a solucdo geral dessa equagao ¢

P(z)= Ae* + Be ™™

onde A e B sdo constantes (ver solugao de equacdes diferenciais parciais em qualquer livro
texto de matematica) determinar aplicando as c.c., w tem que ser 0 quando z = 0, dai

A +B=0o0uA =-B e vice-versa.

entao:

Blz)=Ale® -e™)
ou

B(z)=2A sen h (kz) (3.30)
com esse valor de f(z) tiramos entdo o ey usando 3.27 a

ik a'(z)+B"(z)=0

ik a'(z)=-2 A k?sen h (kz)

o (z)=21A cos h (kz) (3.31)

de 1.27¢ temos:

Ly (@)=(U-c)B(2)

p
v'(2)=p(U-c)B(z)

y(z)=-ip (U-c)2A cosh (kz)
(3.32)

entdo trazendo (30), (31), (32) nas solugdes:
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u'=2Aicosh(kz)e" "
w'=2A4senh(kz)e™ "
' =2 AiD(# — ) cosh(kz)e )

Resta-nos aplicar a segunda c. ¢ usando o fato que a pressdao no topo t = H ¢
constante, temos para particulas na superficie livre:

D
SN
o P+p)

ou
C e p)+ (U ) S )+ (V) (o p)+ (W w) 2 (pp)=0
ot ox oy oz
ora
w=0,v’=0
p no estado basico ndo varia com X, t, y entdo , linearizando essa condi¢dao de
contorno:
oLy oL 9P, (a) (3.34)
ot 0x 0z
e

6_p =pg (b) que é coerente com a teoria das perturbagdes.
z

aplicando 3.34 em z = H quando a superficie perturbada apresenta pequena distor¢ao e
substituindo 3.34 b em 3.34 a ¢ usando as solugdes 3.33:

~2Aip (U-c)cosh (kz)(-ike) E + UikE [— 2Aip (U - c)] cos h (kz)

+2Asenh(kz)(—ﬁg)E=0 paraz=H
re-arranjando:

kcosh(KH)[—c(U-c)+U(U-c)]-gsenh(KH)zo

(c-U)* =gk tan h(KH)
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c=U=+,/g/k tan h (KH) (3.35)

Esta ¢ entdo a velocidade de fase de ondas neutras (c sera sempre real) viajando na
direcdo x U ¢ chamada parcela convectiva e  g/k tan h (KH) ¢ a parcela dindmica. Se a
equagdo 3.25 (b) for reduzida para a hidrostatica, essa dependéncia de ¢ com k (N.° de onda
vertical) pode ser vista a partir da tabela abaixo.

2
Desde que k= Tn

c=U+,/gL/2n tan h (2nH/L)

Para se entender a dependéncia de ¢ sobre L, devemos verificar os valores de tan h (x) com
X.

Dessa tabela, podemos tirar duas conclusdes importantes:

x H

(H) (H) or I

X tan h (X)
.06283 06274 .01
12566 .12500 .02
.18849 18629 .03
25133 24616 .04
31416 30421 .05
.37699 .36009 .06
.62830 .55688 .1
1.2566 .85012 2
1.8849 .95493 3
2.5133 98696 4
3.1416 99627 S
3.7699 99894 .6

1 —quando h/L>.4,tanh H=1 e neste caso ¢=U £ ,/gL/2n corresponde a velocidade de
fase de ondas se propagando em oceano fundo.
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2 —quando h/L<.04,tanh (H); H e neste caso, c=U £ ,/gH corresponde a velocidade

de propagacao das ondas longas em dguas rasas (Shallow Water Waves). Note-se que nesse
caso ¢ ¢ mais ou menos independente de L, as ondas desse tipo sdo nao-dissipativas.

Nos dois casos as ondas sdo neutras.
6.3 - Ondas de Gravidade Internas

Nos oceanos, que sdo limitados nas partes superiores e inferiores, ondas de
gravidade se propagam principalmente na horizontal desde que verticalmente elas se
refletiriam nos contornos para formar ondas estacionarias.

Contudo, em um fluido como a atmosfera, onde ndo ha limite superior ondas
internas de gravidade podem propagar verticalmente tanto quanto horizontalmente. Muito
embora ondas internas de gravidade propagando verticalmente ndo sejam importantes para
as previsoes de curto-prazo em escala sindtica (e verdadeiramente elas nao existem nos
modelos “filtrados™ quase-geostroficos) elas sdo responsaveis pela ocorréncia das ondas de
sotavento das montanhas (LEE WAVES). Acredita-se também que essas ondas sejam
mecanismo importante no transporte de energia e momentum para os altos niveis da
atmosfera, e sdo freqiientemente associadas a formacao das chamadas “turbuléncias de céu
claro (CAT, do inglés Clear Air Turbulence). Para analisar as propriedades das ondas de
gravidade internas a atmosfera € conveniente escrever as equacdes para as perturbagdes em
um sistema de coordenadas no qual a coordenada vertical ¢ proporcional ao logaritmo da
pressdo. Neste sistema, como nos sistema isobarico, a densidade ndo aparece
explicitamente. O parametro de estabilidade estatica ¢ aproximadamente constante com a
altura nesse sistema. Entdo, o sistema logaritmo da pressdo retne algumas das melhores
caracteristicas dos outros sistemas de coordenadas utilizadas.

Nesse sistema a coordenada vertical é definida como

Z'=—HIn 7 (3.36)
Dy
RT, )
Sendo H=—— uma escala caracteristica de altura.
g

A velocidade vertical é definida entdo:

w3 (3.37)

A equagdo do movimento fica entdo:
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%V+ﬂ<XV=—V¢ (3.38)

sendo que o operador % ¢ agora definido

i:Q+VH V+w’
dt ot 0z

A equagao hidrostatica

% =RT
Olnp
dividindo por — H:
op RT
= (3.39)
0z H
A equacao da continuidade pode ser obtida da equag@o no sistema isobarico.
ou Ov Ow
—+—+—=0
ox Oy Op
mas
z*=—Hln7 e woL __He_ A,
Po dt p Ot p
c,
do_ 0 (pw |_ow  w (3.40)
op Op 0z° H ‘
entdo a equacao da continuidade fica:
ou ov ow  w
—-——=0 (3.41)

agazfl

Para a equacao termodinamica, temos:
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df _adp_Q b _ P,
dt C, dt C, @ H
ou
O v, vrew L & (pr)w =2
ot z. C, Cp
ou
oT .
—+VH.VT+WF:g (3.42)
ot C,
onde
oI RT
=—<t—— desde que pa=RT,I" ¢ aproximadamente constante como ja
oz CH

dissemos. Temos agora nosso sistema de equacdes nesse sistema, formado pelas equacgdes,
3.38,3.39, 3.40, 3.41 e 3.42.

Vamos tomar como estado basico um estado tal no qual u = U = constante, V = 0,
W =0 e nas perturbagdes v’ = 0 isto &, movimento no plano x, z .

As equacdes do movimento para tal, fica:

ou' ou' 0¢ 0

—+U—+— 3.43
ot ox Ox ( )
continuidade
ou' ow'' w'
—+—-—=0 (3.44)
ox 0z H
Termodinamica
o ( o' o ( o' %
—|—|[+U—| —|+wW 'S=0 3.44
8‘[(82 J 6X(82 j (3.442)
ondeT':E‘M' eS:E
z" H

Temos entdo nosso sistema linearizado desde que # = cos t.

72



~ . . * ~ ~
Vamos entdo tentar eliminar u’ e w ’ para ficar com uma equagdo para a perturbagdo no
geopotencial ¢'. Depois entdo podemos voltar a esse sistema e obter informagdes sobre a

estrutura das perturbagdes u’ e w .
Usando 3.44, podemos re-arranjar:

%+(L*_I_JW*':0 (3.45)
ox 0z H

0

0z

aplicando esse operador [ —- %j na equagao da termodindmica:

vl 6‘{ +w'S=0
ot ox )\ 0z

ou
(_+Uij( 5’*_1_N5¢*j+s( {-L]w*':o (3.46)
ot ox oz H oz 0z H
240 ' U
(LUi)[@_l_@_{j_sﬁ_uzo (3.47)
ot ox )\ oz"? H oz ox
onde

ou' ( 0 1 J * .
——=|——-—|wW veiode3.45
0x oz H

a equagdo 3.43 re-arranjando, da:

i+U 9 u'+%:0
ot 0x 0x

logo fazendo (i+ U ij da equacdo (3.47), podemos entdo eliminar u’, ficamos

ot 0x
entao
com:
2 2 1 '
(iwij [ay _L@{}si(%jzo (3.48)
ot 0x 0z"? H oz 0x \ 0x
porque
0 0 o¢
—+tUJu'=—— de 343
GV ox
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entdo nossa proxima etapa ser supor uma estrutura tipo onda para as perturbacdes ¢' e
determinar as amplitudes das oscilagdes por exemplo, supondo:

0'=A (z")e! tr-v0 (3.49)
onde
R 2E. 0
Lk

velocidade de f*ase da onda; substituindo 3.49 e 3.48 obteremos uma equagdo para a
estrutura de A (, ) em , , obtendo:

2
ECNEEL SN -, (3.50)
dz'? Hdz" (U-v/k)
A solugdo geral dessa equagao ¢ do tipo:
* Z* . * . *
(A)z zeéH (ce™ +cé” (3.51)
| | 1/2
com ) = 5 —-— ¢ n.° de onda vertical (3.52)
I(U-v/k)® 4H?|
entdo a perturbagdo no geopotencial ¢ escrita:
Z* L ¥ Lq ¥ .
—ilz Az -t
¢ =eéH (ce™ +cd”)de ™
ou re-arranjando:
v i(be—Az" —ut) i(foc+Az —0t) Zé H
¢'=[(ce +cye le (3.53)

1 € ¢; sdo constantes que devem ser determinadas pelas condi¢des de contorno.

Se supomos que k,Aev sdo todos positivos, entdo o primeiro termo da direita em
3.52 corresponde a uma onda cuja velocidade da fase tem um componente para baixo (ou
seja, na direcio dos z negativos), enquanto a segunda tem a componente para cima.

Se desejamos conhecer a estrutura das perturbagdes u’ e w, podemos substituir a
solugdo 3.53 nas equagdes 3.47 e 3.45 e obter informagdes sobre essas perturbagdes.
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6.4 - Ondas de Sotavento - Lee Waves

Quando ar ¢é forcado a escoar sobre montanhas sob condicdes de estabilidade
estatica, parcelas de ar sdo deslocadas de suas posicdes de equilibrio e oscilardo sob
influéncia de forgas buoyancy (flutua¢do) a medida que movem-se ao longo da montanha

(Fig. 3.6).

ause

Tropa> M
—‘-______,f"’_q\‘“n,h_____,4f"_“‘“~5‘________,,

Smo
Q,
NS Flo,

—
/,
Brvedre O ’\ fosiag p
) LY -
# LY -~ -
% o e = &

T rﬁU}n? fi
20 40 (ms- “ o

Fig. 3.6 - Diagrama mostrando linhas de corrente baseado em ondas de sotavento  (Lee

waves) observadas. O perfil do vento ¢ mostrado a esquerda.

Desta maneira, um sistema de ondas de gravidade interna ¢ induzido a sotavento da
montanha estacionario com relagdo ao solo. Se o movimento vertical ¢ intenso bastante e
dependendo das condi¢des de umidade, condensagdo pode ocorrer dando origem a um tipo
de nuvem caracteristica chamado nuvem de onda (cloud wave).

Desde que, ondas de sotavento (Lee waves) sao estacionarias com relagao ao solo, ¢

=0, e da equacdo 3.52 nos encontramos que:

12

S 1

Tl T am?

| S | 172
=21 3.54
U (3.54)

Entdo o comprimento de onda vertical da onda de gravidade induzida pelo escoamento
zonal sobre uma montanha ¢ proporcional a velocidade zonal do vento e inversamente

proporcional a raiz quadrada da estabilidade.
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6.5 - Ondas Planetarias — Ondas de Rossby

As caracteristicas ondulatorias observadas na atmosfera quando vistas em grande
escala, sdo chamadas ondas planetarias. As que aparecem mais simples sdo devidas a
variagdo do parametro de Coriolis com a latitude (chamado efeito 3 ) e sdo chamadas ondas
de Rossby.

Para estudar esse tipo particular de onda, vamos supor uma atmosfera com
densidade constante onde flui um vento zonal com velocidade constante U e sem variagao
vertical (i.e. V=0, W =0)

As equagdes que governam os movimentos nessa atmosfera, sao:

du 1 0Op

—t+———=-fv=0

i (3.55a)
dv 1 0p

—+—=+ fu=0

A S (3.55b)
ox Jy (3.55¢)

. o 0 0 .
fazendo a diferenciacdo cruzada 5 (a) e = (b) e subtraindo (b) - (a), temos:

ay

2
;i(au}iap AL
t

p oyox dy 0y

ox

2
i[&vj laerfﬁthﬁzo
dt L OxOy [).4 ox

Subtraindo:

d|(ov ou ou ov of
— | —-—|+f| —+— |+ v—=0
dt\ 0x Oy ox Oy oy

o . d ..
o segundo termo da esquerda ¢ nulo equacao 3.55¢ e o primeiro ¢ igual a a@ (vorticidade

relativa). Temos entao:
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(2+Ui+vij(;+v£=0 (3.57)

desde que f ¢ funcdo de y somente.
(equagdo da vorticidade barotropica)

Aplicando a teoria das perturbagdes e definindo uma fun¢do corrente y como
segue:

— V = —_—
oy 0x

podemos ver de 3.56 que: C'= V2\|l entio temos:

0 _0. .., oy'
—+u—)Vy'+ f——=0 3.58
(at uax) v ﬂax (3.58)
na qual,
d
ﬁz_f
dy

supondo para ' uma estrutura de onda do tipo:

w'= Ae"" cosmy (3.59)

un_é o comprimento de onda latitudinal, ¢ é a velocidade de fase ¢ m ¢ o numero de onda

latitudinal. Substituindo 3.59 em 3.58, eliminando os termos semelhantes e agrupando,
temos:

(—ike +ikU)(-k* -m? )+ 1kB=0

lembrando que & = ¢ tesolvendo essa equagao para ¢ nos vemos que 3.59 sera solucao
c
de 3.58 se:
B
c=U- 3.60
k2 + m2 ( )

Verifica-se por essa solugdo que as ondas de Rossby se propagam em sentido
contrario a corrente Zonal. Como a velocidade de fase aumenta com o comprimento de
onda, elas sdo do tipo dispersivas.
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4. PARTE - DESENVOLVIMENTO E MOVIMENTO DE SISTEMAS SINOTICOS DE
LATITUDES MEDIAS

Presentemente, aceita-se que os disturbios baroclinicos de escala sindtica nas médias
latitudes sao iniciados como resultado de uma instabilidade hidrodindmica da corrente
zonal basica com respeito a pequenas perturbagdes do escoamento. Nesta sec¢ao examina-
se esta hipotese de instabilidade para origem das ondas baroclinicas e as conversdes de
energia envolvidas no desenvolvimento de tais ondas. Examina-se também brevemente o
desenvolvimento de frentes em associacdo com os distirbios sinéticos.

1 — INSTABILIDADE HIDRODINAMICA

O conceito de instabilidade hidrodinamica pode ser qualitativamente entendido
considerando-se 0 movimento de uma parcela individual de fluido em uma corrente zonal
em estado permanente. O primeiro conceito de instabilidade ja foi visto através do mérodo
da parcela. Este método pode ser generalizado, supondo-se que o deslocamento da parcela
se efetua em uma dire¢cdo arbitraria. Se o estado basico ¢ estavelmente estratificado e a
corrente zonal tem cisalhamentos horizontal e vertical, a anélise se torna bem complicada.
Entretanto, se a parcela ¢ deslocada horizontalmente através do escoamento basico, entdo a
forca de buoyancy ndo desempenha qualquer papel. Este caso especial, chamado de
instabilidade inercial, pode ser analisado muito simplesmente se o escoamento basico ¢
suposto ser geostrofico.

Se designamos o escoamento do estado basico por

1 8¢

u
£ f oy

e supomos que o deslocamento da parcela ndo perturba o campo da pressdo, as equagdes
aproximadas para o movimento se tornam,

du__d_y
A 1)
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dv

E=ﬁt = fu, —u) (4.2)

Considera-se uma parcela que estd se movimentando com o estado basico geostroéfico em
uma posicdo y =y . Se a parcela ¢ deslocada através da corrente de uma distancia Jy,

pode-se obter sua nova velocidade zonal pela integragao da equacao (4.1) :

u(yy +0y)=u,(y)+/ Sy 43)

O vento geostrofico em (y, +0y) pode ser aproximado como,

ou
u, (¥, +0y) =u,(,) +Eg5y (4.4)

Substituindo-se (4.3) e (4.4) em (4.2), obtém-se

& d(5y) ou
G_aOY)_ o s
P f1f Y y (4.5)

Esta equagdo ¢ matematicamente idéntica aquela para o deslocamento vertical de uma
parcela em uma atmosfera estavel, estaticamente. A depender do sinal do coeficiente do
termo do lado direito em (4.5), a parcela ou sera forcada a voltar a sua posicao de origem
ou serd acelerada mais ainda a partir daquela posicdo. No Hemisfério Norte, onde f ¢
positivo e a condicao de estabilidade inercial se torna,

>0———>estavel

ou

f . g =0———>neutra

8)/ <0———>instavel (4.6)

ou

g
Desde que f - ay ¢ a vorticidade absoluta do escoamento basico, a condicao de

estabilidade inercial ¢ simplesmente que a vorticidade absoluta seja positiva. Observacdes
indicam que na escala sinoOtica, a vorticidade absoluta ¢ quase sempre positiva. A
ocorréncia de uma vorticidade absoluta negativa sobre qualquer grande area, seria esperado
deflagrar imediatamente movimentos inercialmente instaveis que misturariam o fluido
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lateralmente e reduziriam o cisalhamento até que a vorticidade absoluta fosse novamente
positiva. Este mecanismo ¢ chamado de instabilidade inercial desde que, quando visto em
um sistema de referéncia absoluto, a instabilidade resulta de um desequilibrio entre as
forcas do gradiente da pressdo e de Coriolis (que € inercial), para uma parcela deslocada
radialmente em um vortice assimétrico. Instabilidades inercial e estatica sdo apenas duas
formas de instabilidade hidrodindmica. Em geral, um escoamento bdsico sujeito a
perturbacdes arbitrarias, pode estar submetido a uma variedade de modos de instabilidades
que depende dos cisalhamentos horizontal e vertical, da estabilidade estatica, da variagdo
do parametro de Coriolis, da influéncia do atrito, ....etc. Em alguns poucos casos, o critério
simples da parcela d4 um critério de estabilidade satisfatorio.

Geralmente, uma aproximagao mais rigorosa ¢ necessaria, na qual, uma versao linearizada
das equagdes governantes ¢ analisada, para determinar as condigdes sob as quais, as
solugdes descrevem os disturbios amplificando. Uma aproximac¢ao usual ¢ supor uma
solugdo tipo onda da forma

eik(x—ct)

e determinar as condig¢des para as quais a velocidade de fase ¢ tem uma parte imaginaria.
Esta técnica, que ¢ chamada de método dos modos normais, sera aplicada na proxima
sec¢do para analisar a instabilidade baroclinica.

4.2 - Instabilidade Baroclinica: Ciclogénese

O desenvolvimento de distirbios de tempo de escala sindtica ¢ freqiientemente
mencionado como ciclogénese. O processo de ciclogénese sera considerado aqui como uma
manifestacdo da amplificagdo de uma perturbacao infinitesimal sobreposta a uma corrente
zonal instavel. Para uma perturbacdo amplificar esta claro que o escoamento basico deve
ceder energia potencial ou cinética para a perturbacdo. Nas latitudes médias instabilidade
baroclinica € o mais importante processo ciclogenético. Na instabilidade baroclinica por sua
vez, como mostra-se adiante, a energia potencial do escoamento basico € convertida para
energia potencial e cinética da perturbagao.

Vamos derivar a condi¢cdo para haver instabilidade baroclinica a partir do modelo quase-
geostrofico a dois niveis. Este modelo certamente super simplifica a estrutura vertical dos
sistemas baroclinicos, mas ele contém as caracteristicas essenciais necessarias para um
entendimento qualitativo da instabilidade baroclinica.

As equagdes basicas deste modelo so:

0
vy VN (Vi + ) =L, 4.7)
ot Ap
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0

— Vi, +V,.V(Vy, + f) = Aa)2 (4.8)
ot Ap

0 o.A
-y -v) =2 0, (4.9)
ot £

nas quais, V,=kxVy, paraj=1,2,3.

O re-arranjo destas variaveis na vertical ¢ mostrado na figura 4.1.

;T?J] wo =0 0
p=250 . S — I
p=500 =2 2
p: 750 U < S — 3
p =1000 va 4

Figura 4.1 - Arranjo vertical das varaveis do modelo baroclinico a dois niveis

Para manter a andlise tdo simples quanto possivel supde-se que as fungdes de corrente y, e
y, consistem de uma parte do estado basico que depende linearmente de y somente mais
perturbacdes que dependem de x e t. Entdo temos,

W == y+y, (x,1)

Wy ==y +14 (X,1) (4.10)
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w, =,

as velocidades zonais nos niveis 1 e 3, sdo respectivamente u#, € u, . Entdo, o campo das
perturbacdes tem componentes de velocidade meridional e vertical somente. Substituindo a
partir de (4.10) no conjunto de equagdes de (4.7) a (4,9) e linearizando, obtém-se as
equagoes das perturbacoes,

IR R I 71

(8t i axJ ox? vitp ox Vi Ap @ “4.11)
o0 _ 0)¢o 0
(aa—)a—wﬂa—wf_p“ w2

0 u+u oy |

(& “12”3 ax]o// ) “3) =20, @13)

af

Aqui foi usada a aproximacao do plano beta, f= o interpolou-se linearmente para
v

expressar Vo em termos de w,' e ;' . As equagdes de (4.11) a (4.13) sdo um
conjunto linearem y,', w;' e ®',. Como ja visto antes, vamos supor solucdo do tipo

onda,

l//] " Aeik(x—ct) . l//3 " Beik(x—ct) ; 0)2 ' Ceik(x—ct) (4 14)

b

Substituindo essas solugdes no sistema de equacgdes de (4.11) a (4.13), encontramos que as
amplitudes A, B e C devem satisfazer ao seguinte conjunto linear de equacdes algébricas
simultaneas, homogéneas:

K(c—T)k> + BlA-Toc =0 (4.15)
Ap
Kl(c—ir)k> + 1B+ 2o =0 (4.16)
Ap
_ik(c—it)A+ik(c—i)B-TDP c =0 (4.17)

0
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Desde que este conjunto ¢ homogéneo, solucdes nao-triviais existirdo somente se o
determinante dos coeficientes de A, B e C seja nulo. Entdo, nods queremos que a
velocidade de fase ¢ satisfacaa :

ik[(c—w)k>+ ] 0 Lo

0  ik[(c—m)k>+ fB] Z—O =0
p

| ckem)ikeem) —"ﬁpj

resolvendo o determinante, obtemos uma equac¢ao quadratica em ¢ :

(K +2200) H2 808 +2)— (g, +u Yk + 227K
KB+ @+ YK+ )R @ +i5)] =0 (4.18)

2
2
onde foi posto que A E% sz) De uma forma alternativa, (4.18) poderia também ser

obtida pela eliminacdo de qualquer das duas variaveis A, B ou C entre as equacdes (4.15) a
(4.17). Resolvendo (4.18) para a velocidade de fase ¢ obtém-se,

- PEAZ). +5" 4.19
"R +2) (419)
na qual,
Y7 ST (e
FE+220Y (K +20%)
c,
Ut U —U,
u =——2 =13
" KA
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Entdo, u, e ur sdo respectivamente, o vento zonal mediado verticalmente e o vento
. L. : A ~ ~
térmico do estado basico para o intervalo TP Mostra-se que as equagdes (4.14) sdo
solu¢des do sistemas (4.11) a (4.13) somente se a velocidade de fase satisfaz a relagao
(4.19). Essa equagdo ¢ uma expressdo muito complicada. Contudo, pode-se notar
rapidamente que se d <0, a velocidade de fase terd uma parte imaginaria, as perturbagdes
amplificardo exponencialmente e a instabilidade ocorrera. Antes de se analisar a solucao

(4.19) mais detalhadamente, consideramos primeiros dois casos especiais:
O primeiro caso, com estado basico barotropico, ur = 0 e a solugdo (4.19) terd duas raizes,

G =u, ——~ (4.20)

¢ =U, ——5—" (4.21)

ambas sdo solucdes. Estas sdo quantidades reais que correspondem a oscilagdes livres
(modos normais) para o modelo a dois niveis com uma corrente basica barotropica. A
velocidade de fase ¢; € simplesmente uma relacao de dispersdo para uma onda de Rossby
barotropica independente de y. Substituindo esta relacdo para ¢ no sistema (4.15) a (4.17),
vemos que, neste caso, A=B e C=0, tal que as perturbacdes também sdo barotrdpicas. A
ultima expressdo (4.21) por outro lado, pode ser interpretada como a velocidade de fase
para uma onda baroclinica interna de Rossby. Note que ¢, ¢ uma relagdo de dispersao
analoga a relacdo para uma onda de Rossby em um oceano homogéneo com uma superficie

2 2
livre, porém com o fator 21° = 2/ ,  no denominador em lugar do fator Jo
o.Ap gH

para o caso ocednico. Em cada um desses casos, existe um movimento vertical associado
com uma onda de Rossby, tal que a estabilidade estatica modifica a velocidade da onda.
Como um segundo caso especial, supomos que 3 = 0. Este caso corresponde, por exemplo a
uma situacdo de laboratorio na qual o fluido ¢ limitado acima e abaixo por planos girantes
tal que os vetores gravidade e rotacdao sdo sempre paralelos. Em tal uma situacao,

K -2

c=u,*u,| —5————
"\ K227

(4.22)

Para ondas com comprimento de onda zonal satisfazendo k° <2A4°, esta solugdo tem uma
parte imaginaria. Entdo, todas ondas maiores que o comprimento de onda critico

L = ,/2% amplificard. A partir da definicdo de A pode-se escrever,

L =Apn(20) >/ f,

84



1

1
Agora para condigdes troposféricas tipicas, (20)4 =2x10° N"'m’s™ Entdo, com

Ap=50kPa e f,=10"s" nos encontramos que L, =3000km . Fica claro, a partir desta

formula, que o comprimento de onda critico para a instabilidade baroclinica aumenta com a
estabilidade estatica. O papel da estabilidade estatica ¢ estabilizar os comprimentos de onda
menores que o comprimento critico L.

E também de interesse que com B = 0 o critério para instabilidade ndo depende da
magnitude do vento térmico do estado basico ur . Todos comprimentos de onda maiores
que L. sdo instaveis mesmo para pequenos valores do cisalhamento vertical. Entretanto, a
taxa de crescimento da perturbagao realmente depende de ur. A partir de (4.14) nés vemos
que a taxa de crescimento exponencial ¢ o = k.c;, onde c¢; designa a parte imaginaria da
velocidade de fase. Neste caso,

2/12 _k2 }é

a=ku, | —— 4.23
T 2/12 +k2 ( )

tal que a taxa de crescimento aumenta linearmente com o vento térmico médio.

Retornando ao caso geral, onde todos os termos sdo retidos na equagao (4.19), o critério de

estabilidade ¢ mais facilmente entendido pelo calculo da chamada curva neutra que conecta

todos os valores de ur e k para os quais & = 0 tal que o escoamento ¢ marginalmente

estavel.

A partir da equagao (4.19), a condicao 6 =0 que,

ﬂZ 14

P20 =1, 207 —k) (4.24)

Esta relacdo complicada entre ur e k pode ser melhor apresentada pela solucao de (9.24),
4

resolvendo para —, achamos:
24
i : Vh
St 1—%
22 40" u;

4
Na figura 4.2, a quantidade adimensional

T que ¢ uma medida do comprimento de

22%u,

onda zonal, ¢ plotada contra o parametro adimensional que ¢ proporcional ao

vento térmico. Como indicado na figura, a curva neutra separa a regido instavel do plano ur
, k daregido estavel.
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O .5 10

k2r207

Figura 4.2 — Curva neutra de estabilidade para o modelo baroclinico a dois niveis.

2- A ENERGETICA DAS ONDAS BAROCLINICAS

Como ja foi visto em secgdes anteriores, sob condigdes apropriadas uma corrente basica
que contém um cisalhamento vertical sera instavel para pequenas perturbagdes. Tais
perturbagdes podem entdo crescer exponencialmente se recebem energia potencial e/ou
cinética do escoamento médio. Nesta seccdo, analisa-se a energética dos distirbios
baroclinicos linearizados e mostra-se que estas perturbagdes podem crescer pela conversao
de energia potencial do escoamento médio.

2.1- Energia potencial disponivel

Antes de discutir a energética das ondas baroclinicas, € necessario considerar a energia da
atmosfera de um ponto de vista mais geral. Para fins praticos, a energia total da atmosfera ¢
a soma das energias interna, potencial gravitacional e cinética.Entretanto, ndo € necessario
considerar separadamente as variagcdes das energias interna e potencial gravitacional porque
em uma atmosfera hidrostatica, essas duas formas de energia sdo proporcionais entre si e
podem ser combinadas em um unico termo chamado energia potencial total. Essa
proporcionalidade pode ser mostrada, simplesmente considerando-se estas formas de
energia para uma coluna de ar de se¢do unitaria que se estende desde a superficie até o topo
da atmosfera. Se designamos por dE; a energia interna de uma sec¢ao vertical da coluna de
altura dz, entdo a partir da defini¢do de energia interna,

dE, = pe,Tdz
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tal que a energia interna da coluna inteira ¢ :

E =c,[ pTdz 427)
0

por outro lado, a energia potencial gravitacional para uma fatia de espessura dz a uma altura
z € exatamente

dE , = pgzdz

tal que a energia potencial gravitacional da coluna inteira é:

0 0
E, = ngzdz = —J zdp (4.28)
0

Po

aqui foi usada a equacdo da hidrostatica para se obter a relagdo (4.28). Integrando esta
relacdo por partes e usando a lei dos gases ideais obtém-se

E, =TW’Z =RT,0T0’Z (4.29)
0 0

comparando as equacgdes (4.27) com (4.29), vé-se que

¢,E, =RE,
entdo, a energia potencial total pode ser expressa como
E +F Cp E Cp E
TL,=—L, =— 4.30
P 1 CV 1 R p ( )

Conseqilientemente, em uma atmosfera hidrostatica a energia potencial total pode ser obtida
pelo célculode E, ou E, somente.

A energia potencial total ndo ¢ uma medida muito apropriada da energia na atmosfera
porque uma fragdo muito pequena da energia potencial total esta disponivel para conversao
para energia cinética dos disturbios. Para entender qualitativamente porque a maioria da
energia potencial total ndo estd disponivel, considera-se um modelo simples que consiste
inicialmente de duas massas de ar seco separadas por uma parede vertical como mostrado
na figura 4.3, abaixo:
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Figura 4.3 - Duas massas de ar de diferentes temperaturas potenciais, separadas por uma
parede vertical.

As duas massas de ar tem temperaturas potenciais uniformes 6, e 6,, respectivamente,
com 6,<6,. A pressdo ao nivel do chdo em cada um dos lados da parede ¢ tomada como

sendo 1000 mb. Desejamos agora calcular a energia cinética maxima que pode ser realizada
por um rearranjo adiabatico de massa dentro do mesmo volume quando a separagdo €
removida. Agora para um processo adiabatico, a energia total deve ser conservada:

E+E +E =const.

onde Ec ¢ a energia cinética. Se as massas de ar estdo inicialmente em repouso, Ec = 0.
Entdo, se denotamos com “linha” as quantidades do estado final, devemos ter,

E+E +F =E +E

tal que, com a ajuda da equagdo (4.30), encontramos que a energia cinética realizada pela
remogao da parede ¢:

c
E'.=—(E,-E")
C

v

desde que O ¢ conservada em processo adiabatico, nenhuma mistura é permitida. E claro
que E', serd um minimo (designado por E", ) quando as massas sdo re-arranjadas de

modo que o ar com 6; estd inteiramente em baixo do ar com 0, , com a superficie de
500mb como fronteira horizontal entre as duas massas. Nesse caso, a energia potencial total

c . , o C .
—£E", ndo esta disponivel para conversdo para energia cinética porque nenhum processo
c

adiabatico pode mais reduzir E", . A energia potencial disponivel , pode agora ser
definida como a diferenga entre a energia potencial total de um sistema fechado e a
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energia potencial total minima que poderia resultar de uma redistribuicdo adiabatica de
massa. Entdo, para o modelo idealizado que estamos usando,

— CP "
=—(E —E") 431)
v

que ¢ equivalente a maxima energia cinética que pode ser realizada por um processo
adiabatico.
Lorenz (1960) mostrou que para a atmosfera terrestre, a energia potencial disponivel ¢ dada
aproximadamente pela integral de volume sobre toda a atmosfera, da variancia da
temperatura potencial sobre superficies isobdricas. Entdo, fazendo 6  designar a
temperatura potencial média para uma dada superficie e ' o desvio local dessa média, a
energia potencial disponivel média por unidade de volume, satisfaz a proporcionalidade,

— 1 ;0
P =—[=-dVv
V<60
na qual V designa o volume total. Para o0 modelo quase-geostrofico, esta proporcionalidade

¢ uma mediada exata energia potencial disponivel, como serda mostrado em segdes
subseqiientes. Observacdes indicam que para a atmosfera como um todo,

P 1
C — >
o/ )E, 200
CV
o que equivale dizer que somente cerca de 0.5% da energia potencial total da atmosfera esta

disponivel e da porcao disponivel apenas 10% ¢ realmente convertida para energia cinética.
A partir deste ponto de vista, a atmosfera ¢ uma mdquina térmica muito ineficiente.

3 — EQUACOES DA ENERGIA PARA O MODELO A DOIS NiVEIS QUASE-GEOSTROFICO
LINEARIZADO

No nosso modelo a dois niveis o campo da perturbacdo na temperatura ¢ proporcional a
v'—y', , aespessura da camada 250 — 750 mb. Entdo, na discussdo da secdo anterior foi
antecipado que a energia potencial disponivel neste caso é proporcional a (y',—y',)* .Para
mostrar que este de fato € o caso, deriva-se as equacdes da energia para o sistema (4.11) a
(4.13) da seguinte maneira: primeiro multiplica-se (4.11) por —y', , a equagdo (4.12) por
—y', e a equagdo (4.13) por w'—y', . Integra-se as equagdes resultantes sobre um

comprimento de onda da perturbagdo na direcdo zonal. Os termos zonalmente mediados,
serdo denotados pela notagdo dos paréntesis angulosos.
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( >>=%z( Ydx

Onde o L ¢ o comprimento de onda da perturbagdo. Entdo, para o primeiro termo na
equagdo (4.11), temos apos multiplica-lo por —y', :

O termo A se anula porque ¢ a integral de um diferencial perfeito em x sobre um ciclo
completo. O termo B pode ser re-escrito como

li(%jz
2 0t\ Ox

que ¢ exatamente a taxa de variagdo da perturbacdo da energia cinética por unidade de
massa, média sobre um comprimento de onda. Do mesmo modo, multiplicando o termo de
advecgdo do lado esquerdo de (4.11) por —y', integrando em x e re-escrevendo,

N A _/o| ,o(oy' _ oy, Oy

_ 2
W Q[%} -0
2 \ox| ox

entdo, a advecgdo de energia cinética se anula quando integrada sobre um comprimento de
onda. Avaliando os varios termos nas equagdes (4.12) e (4.13) da mesma maneira apos
multiplica-las por —y,' e w' —w', respectivamente, pode-se obter o seguinte conjunto

de equacgdes para a perturbacao na energia:
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1/o(owY\ f
5 g( 8};) 4(1)9<w2%> (4.32)
<0)£W§> (4.33)

(e e e e

como antes, u, = (U, —u;)/2.
Definindo a perturbagdo na energia cinética como sendo a soma das energias cinéticas dos

niveis de 250 € 750 mb ,
N\ 2 , 2
g L ow | N\ L/ oy,
2 Ox 2 Oox

encontramos pela soma de (4.32) e (4.33) que

3ty

P Av<a)2(l//1 Ws)> (4.35)

Entdo, a taxa de variagdo da perturbacdo na energia cinética ¢ proporcional a correlacao
entre a perturbacao na espessura € 0 movimento vertical. Se agora define-se a perturbacao
na energia potencial disponivel como

obtém-se a partir de (4.34)

%—fuf«w %)gc(vf %)> £;<“5(9"1“”3)> (4.36)
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O tultimo termo na equagdo (4.36) ¢ exatamente igual e oposto ao termo da fonte de energia
cinética na equacao (4.35). Este termo claramente deve representar uma conversao entre

energia cinética e potencial. Se em média, o movimento vertical é positivo (@, <0) onde a
espessura é maior que a média (y, —y, >0) e o movimento vertical ¢ positivo onde a
espessura ¢ menor que a média, tem-se

(o, (v, -y.))<0 (437)

a perturbagdo na energia potencial estd entdo sendo convertida para energia cinética.
Fisicamente, esta correlagdo representa um “ overturning “ no qual ar quente esta subindo e
ar frio descendo, uma situacdo que claramente tende a baixar o centro de massa e entdo a
perturbacdo da energia potencial. Entretanto, a energia potencial disponivel e energia
cinética de um distirbio pode ainda crescer simultaneamente, uma vez que a geragdo de
energia potencial devido ao primeiro termo da equagao (4.36) excede a taxa de conversao
da energia potencial para energia cinética.

O termo de geragdo de energia potencial em (4.36) depende da correlagdo entre a

perturbagdo na espessura (y, —y,) e a velocidade meridional em 500 mb, ai(l//; +y).
x

Para se entender o papel desse termo, € interessante considerar um caso particular de um
distirbio tipo onda senoidal. Suponha que as partes barotropica e baroclinica do disturbio
possam ser escritos respectivamente como,

W, +w, = 4, cosk(x—ct) (4.38)
w, —w, = A, cosk cos(x +x, —ct)

aqui x, é uma diferenga de fase. Desde que y, +w, ¢ proporcional ao geopotencial em

500 mb e (w, —v,) ¢ proporcional a temperatura no mesmo nivel, o angulo de fase k x, da

a diferenca de fase entre os campos do geopotencial e da temperatura em 500 mb.
Conseqiientemente, 4,, ¢ A4, sdo medidas das amplitudes dos distirbios no geopotencial
e temperatura nos 500 mb, respectivamente. Usando as expressoes (4.38) obtém-se,

<(V/{ —V/;)a—i(w{ +V/;)> =
k L
= J. A.4,, coskcos(x+x, —ct)smk(x—ct)dx
0

_ kA-A,, sin kx,
L

_[ [senk(x—ct)]* dx
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A Ay ke sin ko,
= > (4.39)

A partir de (4.39), vé-se que para o caso usual das latitudes médias de um vento térmico de
leste para oeste (u, >0) a correlacdo dada em (4.39) deve ser positiva se a perturbac¢do na

energia potencial vai crescer. Entdo, x, deve satisfazer a
O<ko,<m

Conseqiientemente, a correlagdo serda um maximo positivo para kx, = 5 que é, quando a

defasagem entre a onda da temperatura e a do geopotencial ¢ de 90° em 500 mb. Este ¢ o
caso mostrado esquematicamente na figura 4.4 abaixo.

6,+358

y/

Figura 4.4 - declividades de trajetdrias de parcelas relativas as superficies de temperatura
potencial média zonal para um distirbio baroclinicamente instavel (linhas com
setas solidas) e para disturbio baroclinicamente estavel ( tracejadas).
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